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UNIVERSITATEA DIN BUCURES, TI

Abstract
Detection and Open System Dynamics of Gaussian Quantum Correlations

Detectarea s, i Dinamica în Sisteme Deschise a Corelat, iilor Cuantice
Gaussiene

Tatiana MIHĂESCU

În această teză este abordat subiectul corelat,iilor cuantice, cum sunt entanglemen-
tul, steeringul s, i discordul, în sisteme de variabile continue. În special, stările gaussiene
îndeplinesc condit,iile experimentale des întălnite în optica cuantică, iar formalismul
lor implică s, i o descriere matematică simplificată.

Entanglementul este una dintre cele mai importante caracteristici ale mecanicii
cuantice, iar multe dintre criteriile existent,ei entanglementului necesită cunoas, terea
completă a stării gaussiene, ceea ce poate reprezenta o condit,ie costisitoare s, i ne-
eficientă. Noi prezentăm o metodă inovatoare pentru detecterea entanglementului
in stări gaussiene generice, ce constă în implementarea operatorilor-test care se
bazează pe momente statistice de ordinul doi s, i care necesită în medie mai put,ine
măsurători în comparat,ie cu tomografia completă, care se utilizează pentru recon-
struirea totală a sistemului studiat. În plus, o metodă similară se aplică pentru de-
tectarea steeringului cuantic în stări gaussiene, s, i noi definim s, i caracterizăm în to-
talitate setul de teste de steering compuse din momente cuadratice. Pentru testarea
fezabilităt,ii acestei metode, sunt realizate simulări ale detectării entanglementului
s, i steeringului în stări gaussiene aleatorii, care demonstrează o bună rezilient,ă a
metodei la erorile statistice.

Un factor important care afectează în mod deosebit progresul tehnologiilor cuan-
tice este dat de distrugerea corelat,iilor cuntice, datorată decoerent,ei produse în sis-
tem de mediul înconjurător. În cadrul teoriei sistemelor cuantice deschise bazate
pe semigrupuri dinamice complet pozitive, evolut,ia markoviană este reprezentată de
generatorul lindbladian al dinamicii. Este rezolvată ecuat,ia master Lindblad pentru
un sistem gaussian bipartit în interact,ie cu un rezervor termic s, i un rezervor termic
comprimat. Evolut,ia globală rezultă ca efect al competit,iei dintre parametrii carac-
teristici ai băii (temperatura s, i disiparea), ai stării init,iale (comprimarea s, i numerele
fotonice termice) s, i cuplajul dintre modurile sistemului considerat. În cazul mod-
urilor necuplate entanglementul s, i steeringul au un comportament tipic de distrugere
subită în timp finit, pe cand corelat,iile de tip discord se anulează asimptotic la timp
infinit. Totus, i, dacă modurile sunt cuplate este posibilă chiar generarea de discord
gaussian pentru o stare init,ială ce cont,ine doar corelat,ii clasice, s, i discordul are o
valoare finită diferită de zero în limita asimptotică.

De asemenea, este studiată evolut,ia ratei product,iei de entropie, ce reprezintă
un indicator al ireversibilităt,ii generate de interact,ia a două moduri bosonice cu un
mediu termic, s, i care are o valoare pozitivă în orice moment de timp pentru dinamica
markoviană. Ireversibilitatea este mai mare în cazul unei asimetrii a sistemului, cum
este comprimarea în incertitudinile cuadraturilor, s, i pentru frecvent,e nerezonante,
precum s, i în cazul modurilor bosonice cuplate.

HTTP://WWW.UNIVERSITY.COM
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3.1 Reconstruct,ia matricii de covariant,ă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3.2 Algoritmul de optimizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Introducere
Principiul nelocalităt,ii reprezintă o particularitate esent,ială a mecanicii cuantice,

care a fost pus în evindent,ă de faimosul paradox al lui Einstein, Podolski s, i Rosen
(EPR) [EPR35]. În ultimul secol paradoxul EPR a fost formalizat într-o ierarhie de
corelat,ii nelocale cu o clasificare distinctă, cum sunt entanglementul, steeringul s, i
nelocalitatea Bell. În prezent aceste corelat,ii sunt esent,iale pentru tehnologii in-
spirate de s, tiint,a informat,iei cuantice, precum calculul cuantic, comunicarea cuan-
tică s, i criptografia cuantică [Hor+09] [Uol+20] [Bru+14]. Mai mult decât atât, s, tiint,a
informat,iei cuantice a primit recunoas, tere mondială prin decernarea Premiului No-
bel în fizică lui Alain Aspect, John F. Clauser s, i Anton Zeilinger “for experiments
with entangled photons, establishing the violation of Bell inequalities and pioneering
quantum information science”1.

Există multe aspecte ale lumii cuantice în sisteme compuse, iar incercarea neo-
bosită a fizicenilor din ultimul secol de a înt,elege trăsăturile cuantice le-a permis să
definească o distinct,ie mai clară dintre corelat,iile clasice s, i cuantice decât entangle-
mentul. Aceastea sunt date de corelat,iile de tip discord, care reprezintă transpunerea
not,iunilor clasice de informat,ie s, i ignorant,ă despre o stare fizică în domeniul cuantic
[OZ01]. Printre multe alte aplicat,ii corelat,iile de tip discord sunt utile în domeniul de
cercetare de înaltă precizie, denumit metrologie cuantică [Mod+11].

Investigarea corelat,iilor cuantice în stările sistemelor de variabile continue, car-
acterizate de sisteme cuantice infinit dimensionale, cum sunt modurile de lumină
sau oscilatorii armonici, reprezintă o abordare extrem de influentă pentru s, tiint,a
informat,iei cuantice. Printre altele, stările gaussiene au o important,ă practică de-
osebită, fiind des întâlnite în experimentele de optică cuantică s, i având o descriere
matematică care evită aspectele tehnice solicitante ale spat,iilor Hilbert infinit di-
mensionale [Wee+12]. În particular, stările gaussiene sunt definite de vectorul de
translat,ie s, i matricea de covariant,ă de dimensiune finită, în timp ce orice posibilă
corelat,ie cuantică a stării este cont,inută în matricea de covariant,ă. Studiul stărilor
generale de dimensiuni infinite prin prisma s, tiint,ei informat,iei cuantice este mult mai
complicat decât pentru sisteme cu nivele discrete, de exemplu qubit,i, însă pentru
stările gaussiene pot fi deduse chiar unele afirmat,ii generice despre entanglement,
precum s, i despre steeringul cuantic s, i corelat,iile de tip discord, ceea ce reprezintă
unul dintre scopurile acestei teze.

Începând cu controversatul paradox EPR s-a încercat înt,elegerea proprietăt,ilor
entanglementului, unul dintre scopuri fiind de a răspunde la întrebarea dacă o stare
generică dată este entanglată sau separabilă, s, i de a defini o măsură sigură de
cuantificare a entanglementului. În cazul general această problemă este încă fără
răspuns, însă există metode precise de a detecta entanglementul bipartit în stări
arbitrare. De obicei aceste criterii sunt utilizate dacă se consideră că starea cuan-
tică investigată este complet cunoscută, adică ea este reconstruită în totalitate prin
intervent,ia măsurătorilor ce formează un set tomografic complet. Această procedură
poate fi foarte costisitoare s, i chiar excesivă în termeni de resurse necesare, dacă
ne dorim să deducem doar informat,ia despre o proprietate specifică a unei stări
necunoscute, cum este entanglementul, în locul informat,iei complete despre starea
cuantică. Acest lucru conduce la întrebarea inevitabilă despre cât de greu aste în
principiu să detectăm entanglementul într-o stare gaussiană arbitrară, din perspec-
tiva numărului de măsurători necesar în acest scop.

În teză este abordată această problemă prin implementarea unui instrument util
1https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2022/summary/
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pentru detectarea entanglementului în timpul experimentelor, as, a-numitele teste de
entanglement, care reprezintă un criteriu bazat pe observabilele direct măsurate în
experiment. Pentru stările gaussiene există o alternativă specială pentru testele de
entanglement bazate pe variant,ele operatorilor canonici [HE06]. Una dintre contribut,iile
noastre majore este dată de definirea s, i caracterizarea completă a setului de teste
bazate pe variant,e pentru detectarea steeringului, care de fapt reprezintă un subset
al testelor de entanglement [Mih+23].

Concret, având o stare gaussiana arbitrară necunoscută propunerea noastră este
să accesăm informat,ia prin executarea de măsurători aleatorii, care servesc ca bază
pentru construirea de teste pentru entanglement s, i steering. Ulterior, dezvoltăm
un algoritm semidefinit de optimizare capabil să găsească testul adecvat bazat pe
datele experimentale obt,inute. În acest scop propunem s, i un nou set de constrân-
geri liniare pentru testele de entanglement s, i steering, respectiv, care caracterizează
complet, s, i în general restrâng, setul de teste pentru stări gaussiene de două moduri
[Mih+20] [Mih+23]. Ca rezultat, această metodă nouă ne permite să detectăm entan-
glementul s, i steeringul în stări gaussiene aleatorii în medie cu mai put,ine măsurători
decât în tomografia completă. Pe lângă aceasta, metoda propusă este robustă la
erorile statistice.

O altă problemă importantă în cadrul teoriei cuantice o constituie faptul că sis-
temele cuantice sunt afectate de mediul exterior. Prin urmare, pentru a obt,ine o bună
descriere a evolut,iei unui sistem cuantic este necesar să considerăm s, i influent,a
mediului înconjurător. În cadrul teoriei sistemelor deschise bazate pe semigrupuri di-
namice complet pozitive, ecuat,ia master Lindblad reprezintă cea mai generală formă
a dinamicii markoviene, care este în mod obis, nuit întâlnită în numeroase situat,ii ex-
perimentale. În acest tip de evolut,ie are loc un transfer continuu al informat,iei de
la sistem spre mediu, însă excitat,iile mediului cauzate de sistem se alterează rapid,
astfel încât informat,ia nu revine înapoi în sistem.

Noi considerăm un sistem gaussian de două moduri bosonice în interact,ie cu o
baie termică s, i o baie termică comprimată. În acest caz, evolut,ia descrisă de ecuat,ia
master Lindblad păstrează gaussianitatea stării init,iale în orice moment de timp. Noi
rezolvăm ecuat,ia master transcrisă în termeni de variant,e ale stării, în care este
cont,inută informat,ia completă despre corelat,iile cuantice prezente în sistem. Astfel,
începând cu o stare init,ială gaussiană, cum este starea termică comprimată, ob-
servăm că entanglementul s, i steeringul se distrug în timp finit, datorită disipării s, i
zgomotului termic [MI17], pe când corelat,iile de tip discord sunt mai rezistente la
zgomot, s, i se anulează doar asimptotic la timp infinit [Mîr+20]. Cu toate acestea, cu-
plajul init,ial între moduri influent,ează puternic evolut,ia globală, mai exact discordul
se conservă în orice moment de timp s, i tinde asimptotic către o valoare finită diferită
de zero. În particular, se poate observa chiar crearea discordului în stări init,iale fără
discord [IM17]. Pentru o baie termică comprimată există o competit,ie între compri-
marea locală a stării s, i comprimarea băii, care conduce, într-un timp mai lung sau
mai scurt, la distrugerea steeringului, în funct,ie s, i de faza de comprimare a rezer-
vorului [MI18].

Evolut,ia unui sistem gaussian deschis este un proces ireversibil în orice moment
de timp, până când sistemul ajunge în echilibru termic cu baia termică. Acest aspect
este ilustrat prin descrierea evolut,iei în timp a ratei product,iei de entropie ca indicator
al ireversibilităt,ii, s, i descriem evolut,ia acestuia în timp [MI22]. Ireversibilitatea este
mai intensă la momentul init,ial de timp pentru cazul când modurile bosonice sunt cu-
plate, sau dacă există o asimetrie în sistem, cum este comprimarea în incertitudinile
cuadraturilor, sau dacă modurile bosonice nu sunt în rezonant,ă.
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Stări de variabile continue
În mecanica cuantică sistemele de variabile continue sunt definite ca sisteme

având gradele de libertate cuantice asociate operatorilor cu spectru continuu real.
Exemple de astfel de operatori sunt gradele de libertate de mis, care a particulelor
nerelativiste, descrise de perechea de operatori autoadjunct,i de pozit,ie x̂ s, i impuls
x̂, s, i cuadraturile asociate câmpului electric s, i magnetic de-a lungul direct,iei de po-
larizare a câmpului electromagnetic cuantic. Câmpul electromagnetic mai poate fi
descris în termeni de oscilatori armonici cuantici necuplat,i, unde fiecare oscilator ar-
monic reprezintă un mod de lumină în terminologia opticii cuantice, notat cu k, s, i se
descrie într-un spat,iu Hilbert de dimensiuni infinite Hk. Astfel, un sistem compus din
N moduri bosonice este descris într-un spat,iu Hilbert dat de H =

⊗N
k=1 Hk. În for-

malismul mecanicii cuantice ce descrie sistemele de variabile continue, perechea de
operatori autoadjunct,i satisface relat,ia de comutare canonică [x̂, p̂] = i h̄. În partic-
ular, pentru un sistem de N moduri se defines, te un vector de 2N operatori canonici
autoadjunct,i, R̂ = (R̂1, ...R̂2N)

T = (x̂1, p̂1, ..., x̂N , p̂N)
T, astfel încât relat,ia de comutare

canonică devine
[R̂k, R̂l ] = i Ωkl , (2.1)

unde Ωkl ≡ [Ω]kl sunt elementele unei matrici reale antisimetrice bloc diagonale
2N × 2N, numită matricea simplectică,

Ω =
N⊕

k=1

Ω1, cu Ω1 =

(
0 1
−1 0

)
, (2.2)

unde Ω1 denotă matricea simplectică pentru un singur mod cuantic. O formă echiva-
lentă a relat,iei de comutare în termeni de operatorii de creare â†

k s, i anihilare âk a unui
mod excitat k, este dată de

[âk, â†
l ] = δkl , [â†

k , â†
l ] = [âk, âl ] = 0. (2.3)

Hamiltonianul care descrie sistemul de N bosoni liberi independent,i este reprezentat
ca suma de Hamiltonieni asociat,i fiecărui mod,

Ĥ =
N

∑
k

Ĥk, Ĥk = ωk(â†
k âk +

1
2
), (2.4)

unde ωk este frecvent,a modului k, s, i orice Hamiltonian de ordinul doi în termeni de
operatori canonici (cuadratic) poate fi adus la această formă.

2.1 Transformări simplectice

Analogul operat,iilor unitare în spat,iul stărilor este dat de transformările simplec-
tice care act,ionează pe vectorul de operatori canonici R̂′ = SR̂, s, i care păstrează
invariantă forma antisimetrică canonică a relat,iei de comutare:

SΩST = Ω. (2.5)

Aceste transformări au originea în mecanica clasică hamiltoniană, s, i reprezintă trans-
formări liniare canonice. Faptul că hamiltonienii cuadratici (2.4) pot fi diagonalizati
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este echivalent cu diagonalizarea matricilor pozitiv definite prin intermediul transfor-
mărilor simplectice.

Teoremă 2.1. [Forma Normală Williamson] [Wil36] Fie M ≥ 0 o matrice 2N × 2N
pozitiv semidefinită. Atunci există o transformare simplectică S (2.5) astfel încât

SMST = diag(s1, s1, . . . , sN , sN), (2.6)

unde s1, . . . sN ≥ 0 sunt valorile proprii simplectice ale matricii M.

Urma simplectică a unei matrici M, notată cu str[M], este dată de

str[M] :=
N

∑
i=1

si, (2.7)

s, i se defines, te ca suma valorilor proprii simplectice si (2.6).

2.2 Stările gaussiene

Setul de stări gaussiene este definit de toate stările fundamentale s, i termice ale
hamiltonienilor cuadratici (2.4)[Ser17]:

ρ̂G =
e−βĤ

Tr[e−βĤ ]
, (2.8)

unde parametrul β este notat,ia folosită în termodinamică, fiind dată de constanta
Boltzmann s, i inversa temperaturii. În spat,iul fazelor, stările gaussiene sunt reprezen-
tate de funct,ia caracteristică de forma gaussiană:

χG(ξ) = e−
1
4 ξTΩTγ Ω ξ ei ξTΩTd, (2.9)

unde d = Tr[R̂ ρ̂G] ∈ R2N este vectorul de translat,ie, reprezentând momentul statis-
tic de ordinul unu, s, i matricea simetrică γ ce reprezintă momentele statistice de
ordinul doi, numită matrice de covariant,ă, cu elementele

γ = Tr[{(R̂ − d), (R̂ − d)T} ρ̂G], (2.10)

unde {X̂, Ŷ} = X̂Ŷ+ ŶX̂ este anticomutatorul. Relat,ia de incertitudine, care diferent,iază
stările gaussiene cuantice de cele clasice, este dată de

γ + i Ω ≥ 0, (2.11)

s, i reprezintă o condit,ie necesară s, i suficientă pentru ca o matrice de covariant,ă
γ să reprezinte o stare gaussiană cuantică. Orice matrice de covariant,ă se obt,ine
aplicând o transformare simplectică pe matricea de covariant,ă a stării termice, definită
ca γth = diag(ν1, ν1, . . . , νN , νN), unde νk ≥ 1 reprezintă valorile proprii simplectice,

γ = S
( N⊕

k=1

νkI2

)
ST. (2.12)

Prin urmare, stările gaussiene sunt complet determinate de vectorul de translat,ie s, i
matricea de covariant,ă.
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Detectarea Entanglementului s, i
Steeringului

Corelat,iile cuantice în stările gaussiene sunt complet caracterizate de matricea
de covariant,ă. Următoarele două criterii sunt necesare s, i suficiente pentru definirea
separabilităt,ii s, i nesteerabilităt,ii bazate pe momente de ordinul doi, s, i care pun
bazele pentru caracterizarea testelor de entanglement s, i steering.

Teoremă 3.1. [Separabilitate] [WW01] Fie γ o matrice de covariant,ă a stării ρ̂ cu
N moduri bosonice, care este separabilă cu privire la partit,ia dintre Alice (A) s, i Bob
(B), având NA s, i NB moduri, astfel încât NA + NB = N. Atunci există matrici de
covariant,ă τA ≥ i ΩNA , τB ≥ i ΩNB care corespund lui Alice s, i Bob, astfel încât

γ ≥ τA ⊕ τB. (3.1)

S, i invers, dacă această condit,ie este satisfăcută atunci starea gaussiană dată de
matricea de covariant,ă γ este separabilă.

Acest criteriu de separabilitate pentru matricile de covariant,ă este bine s, tiut, însă
noi definim un criteriu similar pentru steering folosind măsurători gaussiene în Ref.
[Mih+23].

Teoremă 3.2. [Non-Steerabilitate] [Mih+23] Fie o stare cuantica gaussiană bipartită
ρ̂ cu N moduri bosonice s, i matricea de covariant,ă γ, compusă din subsistemele lui
Alice (A) s, i Bob (B), cu NA s, i NB moduri. Alice nu poate sa-l influent,eze pe Bob
(adică nu există steering) prin măsurători locale gaussiene dacă există o matrice de
covariant,ă pentru starea lui Bob σB ≥ i ΩNB astfel încât

γ ≥ 0A ⊕ σB. (3.2)

S, i invers, dacă această condit,ie este satisfăcută atunci starea gaussiană cu matricea
de covariant,ă γ nu are steering de la Alice la Bob.

O consecint,ă directă a acestor criterii este că orice matrice de covariant,ă sepa-
rabilă nu are steering, datorită relat,iei τA ⊕ τB ≥ 0A ⊕ τB. Prin urmare, steerabili-
tatea gaussiană reprezintă un criteriu mai strict decât entanglementul. Un lucru s, i
mai important este faptul că ambele seturi de matrici de covariant,ă, separabile s, i
nesteerabile, formează seturi convexe s, i închise, s, i conform Teoremei de separat,ie
Hahn-Banach din geometria convexă [BV04], pentru un set convex s, i un punct în
afara setului există un hiperplan1 care taie spat,iul în două părt,i, între punctul con-
siderat s, i setul convex. Hiperplanele care separă stările entanglate, s, i respectiv
steerabile, se numesc teste de entanglement, s, i respectiv de steering.

Definit, ie 3.1. [And03] Se defines, te setul de matrici simetrice reale 2N × 2N cu
condit,ia

ZA|B(R
2N) := {Z|Z ≥ 0, ∀γ ∈ ΓA|B(R

2N) : Tr[Zγ] ≥ 1}, (3.3)

unde γ este matricea de covariant,ă a unui sistem bipartit cu N = NA + NB mod-
uri, iar ΓA|B(R

2N) este setul de matrici de covariant,ă separabile. Toate matricile
Z ∈ ZA|B(R

2N) pentru care există γ astfel încât Tr[Zγ] < 1 se numesc teste de
entanglement.

1Un hiperplan este un subspat,iu liniar cu o dimensiune mai mică decât dimensiunea spat,iului dat.
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Definit, ie 3.2. [Mih+23] Se defines, te setul de matrici reale simetrice 2N × 2N cu
condit,ia

ZA ̸→B(R
2N) := {Z|Z ≥ 0, ∀γ ∈ ΓA ̸→B(R

2N) : Tr[Zγ] ≥ 1}, (3.4)

unde γ este matricea de covariant,ă a unui sistem bipartit cu N = NA + NB moduri,
A ̸→ B denotă steerabilitatea de la Alice la Bob, s, i ΓA ̸→B(R

2N) este setul de matrici
de covariant,ă fără steering. Toate matricile Z ∈ ZA ̸→B(R

2N) pentru care există γ
astfel încât Tr[Zγ] < 1 se numesc teste de steering bazate pe momente de ordinul
doi.

Astfel, testele de entanglement bazate pe momente de ordinul doi sunt hiperplane
care pot fi cel mult tangente la setul de matrici de covariant,ă separabile, Tr[Zγ] = 1,
∀γ = τA ⊕ τB, iar testele de steering sunt condit,ionate să nu intersecteze setul de
matrici nesteerabile, Tr[Zγ] = 1, ∀γ = 0A ⊕ σB. Aceste ingrediente sunt suficiente
pentru a caracteriza complet setul de test de entanglement, s, i respectiv de steering,
după cum urmează.

Teoremă 3.3. [Entanglement] [HE06] O matrice de covariant,ă γ a unui sistem partit,ionat
în k subsisteme cu ∑k

j=1 Nj = N moduri, este entanglat în această partit,ie dacă s, i
numai dacă există Z astfel încât

Tr[Zγ] < 1, (3.5)

unde Z este o matrice reală simetrică 2N × 2N care satisface

Z ≥ 0,

∑k
j=1 str[Zj] ≥ 1

2 , (3.6)

unde Zj este matricea bloc diagonală din Z care corespunde subsistemului j. Matri-
cile Z se numesc teste de entanglement bazate pe momente de ordinul doi.

Teoremă 3.4. [Steerabilitate] [Mih+23] O matrice de covariant,ă γAB pentru o stare
bipartită cu N = NA + NB moduri, are steering de la Alice la Bob prin măsurători
locale gaussiene dacă s, i numai dacă există Z astfel încât

Tr[Zγ] < 1, (3.7)

unde Z este o matrice reală simetrică 2N × 2N care satisface

Z ≥ 0, str[ZB] ≥
1
2

, (3.8)

unde ZB denotă matricea bloc diagonală a matricii Z care corespunde subsistemului
lui Bob. Matricile Z sunt numite teste de steering bazate pe momente de ordinul doi.

3.1 Reconstruct, ia matricii de covariant, ă

Variant,ele operatorilor canonici se măsoară prin as, a-numita detect,ie homodyne
[BL05], care corespunde proiect,iei în spat,iul fazelor a funct,iei Wigner pe planul ce
formează unghiul θ cu axa coordonatei x̂, astfel încât această direct,ie corespunde
unei quadraturi generalizate x̂θ, dată de

x̂θ =
exp (− i θ) û + exp (i θ) û†

2
= x cos θ + p sin θ, (3.9)
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unde û s, i û† sunt operatorii de anihilare s, i creare care corespund sistemului. Pentru
un sistem compus din două moduri bosonice â s, i b̂, modul detectat û de un singur
detector poate fi reprezentat ca o mixtură între cele două moduri [D’A+05],

û = exp(i φ) cos ϕ â + sin ϕ b̂. (3.10)

Astfel, măsurând cuadratura xθ obt,inem ⟨x̂θ⟩, care provine dintr-o funct,ie de proba-
bilitate normală dată de proiect,ia funct,iei de cuasi-probabilitate Wigner Wρ(x, p) în
spat,iul fazelor,

p(x, θ) =
∫

dxθ− π
2
Wρ(x, p) = ⟨xθ |ρ|xθ⟩. (3.11)

Variant,a cuadraturii generalizate se obt,ine din p(x, θ), s, i este dată de

⟨x̂2
θ⟩ − ⟨x̂θ⟩2 = Tr[Mγ], (3.12)

unde γ este matricea de covariant,ă a stării bimodale, s, i

M = vvT, v =
(
cos ϕ cos(θ − φ), cos ϕ sin(θ − φ), sin ϕ cos θ, sin ϕ sin θ

)T

(3.13)
este matricea care reprezintă măsurătoarea.

3.2 Algoritmul de optimizare

Programarea semidefinită (SDP) rezolvă probleme de optimizare convexă s, i poate
fi văzută ca o generalizare pentru programarea liniară s, i cuadratică, unde inegalităt,ile
pentru vectori sunt înlocuite de inegalităt,i matriciale [VB96]. În esent,ă SDP opti-
mizează o funct,ie liniară, date fiind nis, te constrângeri în formă de inegalităt,i ma-
triciale. În continuare propunem un set de constrângeri liniare pentru testele de
entanglement s, i steering care înlocuiesc în algoritmul de optimizare constrânger-
ile ce caracterizează complet testele, as, a cum a fost demonstrat în Teorema 3.3 s, i
Teorema 3.4.

Propozit, ie 3.1. [Mih+20] Pentru un test de entanglement Z într-o partit,ie în k sub-
sisteme cu ∑k

j=1 Nj = N, a unei matrici de covariant,ă entanglate de N moduri,
inegalităt,ile (3.6) sunt satisfăcute dacă următoarele condit,ii sunt îndeplinite:

Z ≥ 0,
Zj + i xj

Nj
ΩNj ≥ 0, xj ∈ R, j = 1, . . . , k − 1, (3.14)

Zk + i 1
Nk

(
1
2 − ∑k−1

j=1 xj

)
ΩNk ≥ 0.

Propozit, ie 3.2. [Mih+23] Pentru un test de steering Z a unei matrici de covariant,ă
de N = NA + NB moduri, cu steering de la Alice la Bob, inegalităt,ile (3.8) sunt
satisfăcute daca (s, i numai dacă pentru NB = 1) următoarele condit,ii sunt îndeplinite:

Z ≥ 0,
ZB + i 1

2NB
ΩNB ≥ 0. (3.15)

Aceste constrângeri caracterizează exact setul de teste de entanglement s, i steer-
ing pentru matrici de covariant,ă bimodale, dar pentru mai multe moduri ele restrâng
setul de teste, totus, i au avantajul că sunt liniare s, i pot fi folosite într-un algoritm care
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să gasească un test potrivit pentru o stare dată. De exemplu, entanglementul într-o
matrice de covariant,ă bimodală este detectat folosind următorul algoritm SDP:

minimize
x, c

c · m

subject to Z = ∑
i

ci Mi,

Z =

(
Z1 Z12
ZT

12 Z2

)
≥ 0,

Z1 + i x Ω1 ≥ 0,

Z2 + i(
1
2
− x)Ω1 ≥ 0,

(3.16)

unde m = Tr[Mγ] este vectorul de rezultate ale măsurătorilor, M este vectorul de
matrici de măsurătoare Mi ce act,ionează pe matricea de covariant,ă γ, s, i i indică
numărul de măsurători folosite în algoritm. Pentru detectarea steeringului procedura
este similară, doar constrângerile sunt diferite,

minimize
c

c · m

subject to Z = ∑
i

ci Mi,

Z =

(
ZA Z12
ZT

12 ZB

)
≥ 0,

ZB + i
1
2

ΩB ≥ 0.

(3.17)

Aces, ti algoritmi SDP detectează corelat,ii cuantice în matrici de covariant,ă arbitrare

FIGURE 3.1: Strategia pentru generarea de teste pentru entanglement s, i steering
într-o matrice de covariant,ă necunoscută, începând cu măsurători aleatorii s, i făcând
optimizarea din (3.16) s, i (3.17), respectiv. Scopul este să înregistrăm numărul de

măsurători necesare pentru detectare.

pentru care se cunoas, te doar dimensiunea. În cazul cel mai general, cand nu se
cunoas, te forma matricii de covariant,ă s, i nici sursa sistemului, nu există niciun indi-
ciu pentru o strategie eficientă de detect,ie. Astfel, strategia potrivită pentru acest
caz ar fi să se facă măsurători aleatorii. În plus, aces, ti algoritmi pot fi folosit,i pentru
a studia de câte măsurători este nevoie în principiu, pentru detectarea entangle-
mentului s, i steeringului. Prin urmare, noile măsurători vor fi adăugate una câte una,
s, i optimizarea se face la fiecare pas până când este detectat entanglementul sau
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steeringul, cum este arătat în Fig. 3.1.

3.2.1 Stări gaussiene aleatorii

O stare gaussiană de două moduri are matricea de covariant,ă cu următoarea
structură

γ =

(
γA γC
γT

C γB

)
, (3.18)

unde γA s, i γB sunt matrici de covariant,ă 2 × 2 pentru primul s, i al doilea mod, iar γC
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FIGURE 3.2: [Mih+20] Fract,ia de detectare a entanglementului în stări aleatorii de
două moduri: 5 × 105 rulări ale algoritmului pentru νi ∈ [0, 5] s, i ri ∈ [0, 2], cuantificat
după Eq. (3.19). Considerând succesiv noi măsurători testul de entanglement este
evaluat la fiecare pas până când prezent,a entanglementului este confirmată. Datele
sunt normate astfel încât suma lor este 1 pentru fiecare valoare a entanglementului.

este matricea de corelat,ie între moduri. Entanglementul este cuantificat de negativ-
itatea logaritmică dată de [ASI04]:

E = max{0,−1
2

log2 f }, (3.19)

unde

f = 1
2 (det γA + det γB)− det γC (3.20)

−
([ 1

2 (det γA + det γB)− det γC
]2 − det γ

)1/2
.

Steeringul de la subsistemul A la B este dat de valorile simplectice µB
j mai mici ca 1

ale complementului Schur definit ca γB
A := γB − γT

Cγ−1
A γC [Kog+15],

GA→B(γ) = max
{

0,− ∑
j:µB

j <1

ln(µB
j )

}
. (3.21)
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FIGURE 3.3: [Mih+23] Fract,ia de detectare a steeringului în stări aleatorii de două
moduri pentru νi ∈ [0, 5] s, i ri ∈ [0, 2], cuantificat după Eq. (3.21). Sunt reprezentate
5 × 105 rulări ale algoritmului, unde măsurătorile sunt făcute succesiv s, i testul de
steering este evaluat la fiecare pas până când este confirmat steeringul. Datele sunt

normate pentru fiecare valoare a steeringului astfel încât suma lor este 1.

Matricile de covariant,ă aleatorii se formează pornind de la matricea de covariant,ă a
stării termice γth de formă diagonală [Wee+12], cu valorile proprii simplectice notate
νk ≥ 1 (k = 1, ..., N) generate aleator conform unei distribut,ii uniforme într-un interval
finit real [1, t], t > 1:

γth =
N⊕

k=1

(
νk 0
0 νk

)
. (3.22)

În continuare se aplică transformări simplectice aleatorii S, s, i se obt,ine:

γ = SγthST. (3.23)

Fig. 3.2 reprezintă eficient,a detectării entanglementului din perspectiva număru-
lui necesar de măsurători. Aici se observă că entanglementul mai puternic necesită
mai put,ine măsurători pentru a fi detectat. În particular, pentru un entanglement
slab de regulă se fac 10 măsurători, la fel ca în tomografia completă, în timp ce un
entanglement mai puternic se detectează cu 8 − 9 măsurători. Similar, detectarea
steeringului în stări gaussiene aleatoare prezentat în Fig. 3.3 are un comportament
fenomenologic similar cu al entanglementului, s, i anume, cu cât este mai mare val-
oarea steeringului, cu atât este mai us, or de detectat, pentru că necesită mai put,ine
măsurători.

3.2.2 Bound entanglement

Pentru stările gaussiene criteriul transpusei part,iale pozitive (PPT) este necesar
s, i suficient doar pentru partit,iile de 1 × N moduri. În Ref. [WW01] este dat un
exemplu de matrice de covariant,ă de patru moduri ce cont,in bound entanglement în
partit,ia 2 × 2, care se defines, te ca stare entanglată cu PPT,
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FIGURE 3.4: [Mih+20] Fract,ia de detectare a entanglementului pentru o stare de 4
moduri cu bound entanglement, vezi Eq. (3.24): 104 rulări ale algoritmului. Măsurăto-
rile se execută una câte una s, i starea este verificată pentru fiecare măsurătoare nouă
până când entanglementul este detectat. Datele sunt normate astfel încât suma lor

este 1.

γ =



2 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 −1
0 0 2 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 −1 0 0
1 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 −1 0 4 0 0
0 0 −1 0 0 0 2 0
0 −1 0 0 0 0 0 4


. (3.24)

O stare gaussiană de N moduri are matricea de covariant,ă descrisă de N(2N + 1)
parametri independent,i, care este s, i numărul necesar pentru tomografia completă.
Matricea de covariant,ă în Eq. (3.24) are doar 12 parametri diferit,i de zero, însă în
programul nostru de optimizare pentru detectarea entanglementului noi considerăm
matricea ca fiind de formă generală pentru patru moduri, în care caz este nevoie
de 36 măsurători. Valoarea minimă pentru această stare este dată de Tr[Zminγ] =
0.8966. Fig. 3.4 reprezintă fract,ia de detectare a bound-entanglementului în ma-
tricea de covariant,ă din Eq. (3.24) în funct,ie de numărul necesar de măsurători. Cu
metoda noastră se certifică prezent,a entanglementului în medie cu 33 măsurători
aleatorii, ceea ce este o îmbunătăt,ire fat,ă de tomografia completă.

3.2.3 Steeringul în starea GHZ de variabile continue

Stările GHZ de trei qubit,i sunt bine cunoscute în teoria informat,iei cuantice, s, i
analogul lor în variabile continue sunt de un mare interes în multe aplicat,ii. În ex-
perimente acestea se crează de la o rază comprimată în pozit,ie cu parametrul de
comprimare rq s, i o rază comprimată în impuls cu parametrul rp. Prin combinat,ia
acestor raze pe un "double beam splitter" se obt,ine o stare pură, complet insepara-
bilă de trei moduri cu matricea de covariant,ă simetrică dată de [LB00]
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FIGURE 3.5: [Mih+23] Fract,ia de detect,ie a steeringului în stări GHZ de trei moduri
cu a = 2, 3, ..., 26, vezi Eq. (3.25). Datele sunt obt,inute de la 4.5 × 105 rulări ale

algoritmului, s, i sunt normate astfel încât suma lor este 1.

γGHZ =



a 0 c 0 c 0
0 b 0 −c 0 −c
c 0 a 0 c 0
0 −c 0 b 0 −c
c 0 c 0 a 0
0 −c 0 −c 0 b

 , (3.25)

unde a reprezintă comprimarea globală dată de [ASI06] a = 1
3

√
4 cosh 2(rq + rp) + 5,

s, i b = 1
4 (5a −

√
9a2 − 8), c = 1

4 (a −
√

9a2 − 8). În realitate, doar în limita de compri-
mare infinită (a → ∞) matricea de covariant,ă din Eq. (3.25) se apropie de starea
GHZ reală, care este nenormată s, i reprezintă vectorul propriu cu valoarea proprie
zero simultan pentru operatorul de impuls total p̂1 + p̂2 + p̂3 s, i operatorii de pozit,ie
relativă x̂i − x̂j (i, j = 1, 2, 3) [LB01].

Starea GHZ de variabile continue este complet inseparabilă, dar are s, i steering
de la Alice la Bob, dacă considerăm că Alice are un mod bosonic s, i Bob are celelalte
două moduri. Matricea de covariant,ă din Eq. (3.25) este simetrică, deci Alice poate
avea pe oricare din cele trei moduri. Complementul Schur corespunzători acestei
partit,ii are una din valorile proprii simplectice mai mică decât 1 pentru a = 2, 3, ..., n,
n ∈ N, s, i prin urmare, putem să cuantificăm steeringul folosind măsura din Eq.
(3.21).

Rezultatele aplicării metodei noastre pentru detectarea steeringului prin măsură-
tori aleatorii sunt ilustrate în Fig. 3.5. La fel ca în sect,iunile precedente, datele
sunt colectate prin înregistrarea numărului de măsurători necesar pentru detectarea
steeringului, unde optimizarea are loc când măsurătorile sunt făcute pe rând, una
câte una, până când prezent,a steeringului este detectată. Pentru o matrice de
covariant,ă de trei moduri sunt necesare 21 de măsurători, s, i totus, i în Fig. 3.5 o
treime din stările cu steering sunt detectate cu doar 19 măsurători, s, i în jur de 25%
dintre stări necesită 18 s, i 20 măsurători. Totus, i, din Propozit,ia 3.2 se s, tie că această
metodă are cel mai mic randament atunci când Bob are două moduri (NB = 2),
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deoarece în acest caz constrângerile liniare sunt mai stricte în comparat,ie cu con-
strângerile reale care caracterizează setul de teste pentru steering (vezi Teorema
3.4). Prin urmare, o mică fract,ie de stări (3%) necesită mai multe măsurători decât
în tomografia totală pentru a detecta steeringul.

3.3 Analiza statistică

Eroarea statistică asociată operatorului de test în metoda noastră este dată de
[Mih+20]

∆Z̄ =

√
∑

i

( dZ̄
dM̄i

)2
(∆M̄i)2 =

√
2

n − 1

√
∑

i
c2

i m2
i . (3.26)

FIGURE 3.6: [Mih+20] Intervalul de confident,ă 3σ pentru testul de entanglement Z pe
o stare gaussiana cu matricea de covariant,ă γ, estimat statistic în Eq. (3.26). Linia
orizontală întreruptă indică valoarea minimă a testului pentru starea vacuum compri-
mată considerată Tr[Zminγ] = 0.852. Liniile verticale intrerupte indică numărul de
repetit,ii ale măsurătorilor necesare pentru detectarea entanglementului cu 6 (albas-

tru), 7 (oranj) s, i 8 (verde) măsurători.

Datele experimentale din masurătorile de tip homodyne constau din rezultatele
măsurătorilor valorilor medii ale cuadraturii generalizate ⟨x̂θi⟩ unde θi este direct,ia
de măsurătoare în spat,iul fazelor. Pe lângă aceasta, pentru fiecare astfel de mă-
surătoare este nevoie de un număr relativ mare de repetit,ii ale acestei măsurători,
s, i prin urmare, datele experimentale sunt date de variabilele aleatorii Xij = ⟨x̂θi⟩j,
(j = 1, . . . , ni), unde ni este numărul de repetit,ii ale măsurătorii date de dirrect,ia θi.
Stările gaussiene sunt reprezentate de funct,ii de cuasi-probabilitate normale, s, i prin
urmare, proiect,ia funct,iei Wigner pe planul descris de direct,ia θi este tot o funct,ie
gaussiană. În consecint,ă, se obt,ine un es, antion de variabile aleatorii care are o
distrbut,ie normală cu valoarea medie µi s, i variant,a σ2

i = (∆x̂θi)
2. În concordant,ă cu

notat,ia din Sec. 3.1 identificăm echivalent,a σ2
i ≡ mi, unde mi = Tr[Miγ] = (∆x̂θi)

2

(vezi Eq. (3.12)), s, i prin urmare distribut,ia normală care dictează rezultatele mă-
surătorii pentru fiecare direct,ie de măsurare θi este dată de Ni(µi, mi). Important
de notat este faptul că această relat,ie se aplică doar pentru matricile de covariant,ă
care provin de la stări gaussiene, adică datele experimentale provin dintr-o funct,ie
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de distribut,ie normală.
În Fig. 3.6 se consideră o stare de vacuum comprimată entanglată de două

moduri cu valoarea de entanglement dată de Tr[Zminγ] = 0.852, unde Zmin este tes-
tul ce dă valoarea minimă pentru matricea de covariant,ă γ. Se arată intervalul de
confident,ă 3σ pentru Tr[Zγ] în funct,ie de numărul de repetit,ii ale măsurătorilor n,
unde testul de entanglement Z este evaluat folosind 6, 7 s, i 8 măsurători. Entangle-
mentul este determinat atunci când Tr[Zγ] < 1, s, i se observă că folosind 8 direct,ii de
măsurători diferite este nevoie de mai put,ine repetări ale măsurătorilor (≈ 2 × 103)
în comparat,ie cu 6 s, i 7 măsurători (≈ 1.9 × 104). Pentru o matrice de covariant,ă
de două moduri este nevoie de 10 măsurători independente pentru tomografia com-
pletă.

FIGURE 3.7: [Mih+23] Intervalul de confident,ă 3σ pentru testul de steering Z pe o
stare gaussiana cu matricea de covariant,ă γ, estimat statistic în Eq. (3.26). Linia
orizontală întreruptă indică valoarea minimă a testului pentru starea de vacuum com-
primată considerată Tr[Zminγ] = 0.7477. Liniile verticale intrerupte indică numărul de
repetit,ii ale măsurătorii necesare pentru detectarea entanglementului cu 7 (albastru),

8 (oranj) s, i 9 (verde) măsurători.

Similar, în Fig. 3.7 este ilustrată detectarea steeringului în funct,ie de numărul de
repetit,ii pentru 7, 8 s, i 9 măsurători. Se arată că steeringul în general se detectează
mai greu decât entanglementul, ceea ce este în concordant,ă cu faptul că steeringul
este o corelat,ie mai puternică. Această analiză poate fi relevantă pentru a decide
dacă este nevoie de noi măsurători sau trebuie sa se facă mai multe repetări ale
masurătorilor, pentru detectarea mai eficientă a corelat,iilor cuantice.
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Dinamica Sistemelor Cuantice
Deschise

Considerăm un sistem fizic în spat,iul Hilbert asociat H, spat,iul de operatori de
densitate D(H), ce reprezintă stările cuantice ale sistemului, s, i o aplicat,ie V :
D(H) → D(H),

Vρ ∈ D(H), ρ ∈ D(H). (4.1)

Pentru a reprezenta o evolut,ie fizică, numită s, i canal cuantic, orice aplicat,ie definită
astfel trebuie să fie liniară, pozitivă, hermitică s, i să păstreze urma egala cu 1. Totus, i,
este nevoie de o constrângere mai strictă decât pozitivitatea pentru a garanta validi-
tatea fizică a unei aplicat,ii, s, i anume complet-pozitivitatea.

Definit, ie 4.1. [Wil17][Aplicat,ii Complet Pozitive] O aplicat,ie liniară V : D(H) →
D(H) este complet pozitivă (CP) dacă s, i numai dacă V ⊗ IR reprezintă o aplicat,ie
pozitivă pentru un sistem de referint,ă R de dimensiune arbitrară.

Astfel, cea mai generală transformare a unei stări cuantice este dată de o aplicat,ie
liniară, complet pozitivă s, i care păstrează urma (CPTP).

4.1 Ecuat, ia master Lindblad

Un rezultat faimos care utilizează cel mai general generator pentru dinamica
markoviană bazat pe semigrupuri dinamice complet pozitive, îl constituie ecuat,ia
master Lindblad [Lin76] [GKS76]. Semigrupurile dinamice complet pozitive sunt
reprezentate de aplicat,ii CPTP dependente de timp V(t), t > 0, care formează o
familie de aplicat,ii dinamice {V(t)|t ≥ 0}, unde V(0) este aplicat,ia identică. În
ecuat,iile de tip markovian sunt neglijate efectele de memorie, s, i se impune condit,ia
ca aplicat,iile dinamice să aibă proprietatea de semigrup,

V(t1)V(t2) = V(t1 + t2), t1, t2 ≥ 0. (4.2)

În formalismul teoriei sistemelor deschise se deduce un set de ecuat,ii diferent,iale
continue, numite ecuat,ii master, de forma

d
dt

ρ(t) = Lρ(t), (4.3)

unde L este generatorul independent de timp al evolut,iei. Astfel, relat,ia dintre
aplicat,ia CPTP s, i generatorul L este dată de

V(t) = eLt . (4.4)

Generatorul pentru ecuat,ia master Lindblad este de forma [Lin76] [GKS76]

Lρ = − i
h̄
[H, ρ] +

d2−1

∑
k

gk
(

FkρF†
k − 1

2
F†

k Fkρ − 1
2

ρF†
k Fk
)
, (4.5)

unde primul termen reprezintă evolut,ia unitară a sistemului, generată de Hamiltoni-
anul H, s, i al doilea termen reprezintă evolut,ia neunitară, care descrie procesele de
decoerent,ă s, i disipare în sistem. Coeficient,ii gk caracterizează mediul s, i provin din
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funct,iile de corelat,ie ale mediului, iar operatorii Fk se află în spat,iul Hilbert asociat
sistemului studiat, astfel încât ecuat,ia master descrie evolut,ia unui sistem doar în
funct,ie de gradele de libertate ale sistemului. Ecuat,ia master (4.3) cu generatorul L
(4.5) asociat unui semigrup dinamic reprezintă forma cea mai generală a unei ecuat,ii
master markoviene.

4.2 Baia termică s, i baia termică comprimată

Considerăm un sistem cuantic în interact,ie cu un câmp cuantificat de radiat,ie,
reprezentat de un rezervor cu un număr infinit de grade de libertate. În particu-
lar, baia termică este un mediu format dintr-un număr mare de oscilatori armonici,
indexat,i cu k, în starea de echilibru termic,

ρth = ∏
k
(1 − e−h̄βωk) e−h̄βωkb†

k bk , (4.6)

unde β = 1/kBT, T este temperatura băii s, i kB constanta Boltzmann, iar b†
k s, i bk

sunt operatorii de creare s, i anihilare. Stările termice fac parte din clasa de stări
gaussiene, care sunt descrise de momentele statistice de ordinul unu s, i doi, care
formează vectorul de translat,ie s, i matricea de covariant,ă. Matricea de covariant,ă
pentru starea termică este dată de

γth =
⊕

k

(
h̄

2mωk
coth h̄ωk

2kBT 0
0 h̄mωk

2 coth h̄ωk
2kBT

)
, (4.7)

unde se consideră oscilatori cu mase egale mk = m, iar ωk este fracvent,a oscila-
torului k.

Un mediu mai general este dat de rezervorul termic comprimat, aflat într-o stare
cuantică în echilibru termic care suferă o transformare de comprimare pentru fiecare
mod individual, astfel încât

ρsq = ∏
k

S(ξk)(1 − e−h̄βωk) e−h̄βωkb†
k bk S†(ξk), (4.8)

unde S(ξ) este operatorul de comprimare unimodal,

S(ξ) = e
1
2 (ξ

∗b2−ξb†2), (4.9)

cu variabila ξ = R ei φ dată de constanta de comprimare a băii R s, i faza de compri-
mare φ. Astfel, se obt,ine un mediu modelat ca un continuum de oscilatori comprimat,i
în aceeas, i direct,ie. Matricea de covariant,ă a stării ce descrie baia termică compri-
mată este dată de următoarea expresie [BP02]:

γsq =
⊕

k

( 1
2 + Nk + Re[Mk] Im[Mk]

Im[Mk]
1
2 + Nk − Re[Mk]

)
, (4.10)

unde

Nk = nth,k(cosh2 R + sinh2 R) + sinh2 R,
Mk = −(2nth,k + 1) cosh R sinh R ei φ . (4.11)
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Astfel, Nk coincide cu numărul mediu termic al fotonilor dacă Mk = 0, ceea ce
indică faptul că baia este în echilibru termic, în caz contrar se spune că baia este
comprimată. În continuare vom considera Nk = N s, i Mk = M pentru toate modurile
k ale băii.

Considerăm un sistem de două moduri bosonice cuplate în operatorii de pozit,ie
în interact,ie cu o baie termică comună. Hamiltonianul care determină evolut,ia sis-
temului este dat de

H =
1

2m
(p2

x + p2
y) +

m
2
(ω2

1x2 + ω2
2y2) + qxy,

unde perechile de operatori autoadjunct,i de pozit,ie s, i impuls pentru primul mod sunt
x s, i px, iar pentru al doilea mod sunt y and py, s, i q este constanta de cuplaj dintre
moduri. La rezolvarea ecuat,iei master Lindblad în termeni de variant,e ale operato-
rilor canonici coeficient,ii gk din ecuat,ia (4.5) determină matricea asociată stării Gibbs
a băii termice, numită matrice de difuzie [Isa+94]:

D = ⊕j=1,2

 h̄λ
2mωj

coth h̄ωj
2kBT 0

0 h̄λmωj
2 coth h̄ωj

2kBT

 , (4.12)

unde λ este coeficientul de disipare al băii. Ecuat,ia de evolut,ie temporală pentru
matricea de covariant,ă este

γ(t) = Z(t)[γ(0)− γ(∞)]ZT(t) + γ(∞), (4.13)

unde Z(t) = eYt s, i

Y =


−λ 1

m 0 0
−mω1 −λ q 0

0 0 −λ 1
m

q 0 −mω2 −λ

 . (4.14)

Matricea de covariant,ă γ(∞) corespunde stării stat,ionare s, i se obt,ine din relat,ia
d
dt γ = 0.

4.3 Dinamica corelat, iilor cuantice gaussiene

Considerăm ca stare init,ială clasa de stări termice comprimate, care sunt des
studiate s, i cont,in corelat,ii cuantice, cum sunt entanglementul, steeringul s, i discordul.
Forma standard a matricilor de covariant,ă termice comprimate este:

γ(0) =


a 0 c 0
0 a 0 −c
c 0 b 0
0 −c 0 b

 , (4.15)

cu
a = n1 cosh2 r + n2 sinh2 r + 1

2 cosh 2r,
b = n1 sinh2 r + n2 cosh2 r + 1

2 cosh 2r,
c = 1

2 (n1 + n2 + 1) sinh 2r,
(4.16)

unde n1, n2 sunt numărul mediu de fotoni pentru fiecare mod, s, i r este parametrul
de comprimare. Starea este entanglată pentru r > rs, unde cosh2 rs = (n1 + 1)(n2 +
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1)/(n1 + n2 + 1). În continuare vom folosi reprezentarea bloc pentru o matrice de
covariant,ă de două moduri,

γ =

(
γA γC
γT

C γB

)
, (4.17)

unde γA s, i γB sunt matricile de covariant,ă pentru primul s, i al doilea mod, respectiv,
iar γC este matricea de corelat,ie dintre moduri.

4.3.1 Rata product, iei de entropie

Conform legii a doua a termodinamicii un sistem în interat,ie cu mediul înconjură-
tor face schimb de energie cu mediul, astfel încât sistemul trece printr-o modificare
a entropiei interne ∆S cu limita de jos dată de [GM61]:

∆S ≥
∫

δQ
T

, (4.18)

unde δQ este absorbt,ia infinitezimală a căldurii de către sistem din mediul cu tem-
peratura T. Egalitatea în această relat,ie înseamnă că transferul de informat,ie de la
sistem spre mediu este egal cu variat,ia globală a entropiei din sistem, iar inegalitatea
strictă din (4.18) indică faptul că procesul este ireversibil s, i se produce o cantitate de
entropie datorată procesului. Astfel, se poate defini product,ia de entropie Σ ca

Σ ≡ ∆S −
∫

δQ
T

≥ 0. (4.19)

Din această relat,ie rezultă
dS
dt

= Π(t)− Φ(t), (4.20)

unde Π(t) denotă rata product,iei ireversibile de entropie s, i Φ(t) este fluxul de en-
tropie de la sistem spre mediu. Pentru stările gaussiene entropia poate fi exprimată
folosind reprezentarea în spat,iul fazelor a funct,iei Wigner [SLP17].

Pentru două moduri bosonice cuplate, în interact,ie cu o baie termică se obt,ine
următoarea expresie dependentă de timp a ratei product,iei de entropie (EP) Π(t)
[SF12] [BP16]:

Π(t) =
1
2

Tr[γ−1(t)D] + 2Tr[Yirr] + 2Tr[(Yirr)TD−1Yirrγ(t)], (4.21)

unde variabilele dinamice sunt divizate în funct,ie de simetria fat,ă de operatorul de
translat,ie temporală dat de matricea simplectică E = diag(1,−1, 1,−1). Astfel, ma-
tricea de drift Y (4.14) cont,ine o componentă ireversibilă Yirr s, i una reversibilă Yrev,
definite ca

Yirr =
1
2

(
Y + EYET

)
, Yrev =

1
2

(
Y − EYET

)
. (4.22)

În particular, când sistemul ajunge la o stare stat,ionară γs, expresia (4.21) devine
[BP16]

Πs = Tr[Yirr] + 2Tr[(Yirr)TD−1Yirrγs]. (4.23)

În continuare vom prezenta rezultatele principale obt,inute în Ref. [MI22], luând ca
stare init,ială starea termică comprimată (4.15).

În Fig. 4.1 este ilustrată evolut,ia în timp a ratei EP pentru o stare init,ială termică
simetrică în funct,ie de temperatura rezervorului. La momentul init,ial de timp rata
EP este o funct,ie convexă de temperatura mediului, însă după put,in timp ea devine
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(a) (b)

FIGURE 4.1: [MI22] Rata product,iei de entropie dependentă de timp t s, i temperatură
T pentru moduri nerezonante cu fracvent,ele ω1 = 1, ω2 = 1.7 într-o stare init,ială
termică simetrică (comprimarea r = 0) cu numărul mediu termic n = 1, s, i constanta

cuplajului q = 0 (a), s, i q = 0.8 (b). Parametrul de disipare este λ = 0.4.

(a) (b)

FIGURE 4.2: [MI22] Rata product,iei de entropie dependentă de timp t s, i cuplajul q
dintre două moduri rezonante cu frecvent,a ω = 1, într-o stare init,ială termică compri-
mată cu r = 1 s, i numărul mediu de fotoni n = 1 (a), s, i o stare coerentă cu r = 0 s, i

n = 0 (b). Parametrii băii termice sunt temperatura T = 0.1 s, i disiparea λ = 0.1.

funct,ie plată s, i tinde asimptotic la zero dacă modurile nu sunt cuplate, sau tinde către
o valoare finită diferită de zero pentru moduri cuplate. Prin urmare, cuplajul dintre
moduri este crucial pentru existent,a ratei EP în starea stat,ionară.

Evolut,ia temporală a ratei EP în funct,ie de cuplajul dintre moduri este arătată în
Fig. 4.2 (a) pentru starea init,ială termică comprimată simetrică, s, i în (b) pentru starea
init,ială coerentă, care este starea de vacuum cu comprimare s, i numărul termic fo-
tonic zero. După cum se vede, cuplajul dintre moduri cres, te rata EP, un fenomen
care este mai evident pentru stările de vacuum. În plus, se observă aparit,ia unor
oscilat,ii pentru cuplaj diferit de zero între moduri, care sunt mai pronunt,ate în stările
vacuum s, i pentru cuplaj relativ mai puternic.
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(a) (b)

FIGURE 4.3: [MI22] Rata product,iei de entropie dependentă de temperatura T a rezer-
vorului s, i cuplajul q dintre moduri pentru λ = 0.1 (a), s, i disiparea λ cu cuplajul q = 0.1

(b), în starea stat,ionară. Frecvent,ele modurilor sunt ω1 = 1, ω2 = 1.7.

În Fig. 4.3 este arătată dependent,a ratei EP în starea stat,ionară în funct,ie de tem-
peratura rezervorului termic s, i cuplajul dintre două moduri bosonice nerezonante în
(a), s, i în funct,ie de parametrul de disipare (b). În starea stat,ionară rata EP cres, te
pentru valori relativ mici ale temperaturii băii termice, după care atinge un platou
pentru temperaturi mai mari. Mai mult, valoarea ratei EP în starea stt,ionară este
diferită de zero doar dacă modurile în interat,ie cu baia termică sunt cuplate în-
tre ele. Pentru cuplaj zero rata EP devine zero, iar sistemul se relaxează de la o
stare stat,ionară de neechilibru la starea de echilibru termic Gibbs, ceea ce este în
concordant,ă cu rezultatele obt,inute anterior [BP02].

4.3.2 Steeringul

Aici prezentăm rezultatele obt,inute în Ref. [MI17] s, i [MI18], unde se studiază
evolut,ia în timp a steeringului gaussian când Alice execută măsurători locale s, i
influent,ează starea lui Bob, s, i este dat de expresia (h̄ = 1) [Kog+15]:

GA→B(γ) = max
{

0,
1
2

ln
det γA

4 det γ

}
, (4.24)

în termeni de matricea de covariant,ă pentru Alice γA s, i matricea de covariant,ă a
sistemului total γ (4.17). Evolut,ia unei stări gaussiene bipartite arbitrare ce constă
din două moduri bosonice necuplate (q = 0) imersate într-un mediu comun termic
este descrisă în Sec. 4.2.

În Fig. 4.4 este reprezentată evolut,ia steeringului gaussian funct,ie de parametrul
de comprimare a stării termice comprimate (4.15) cu numărul termic fotonic egal
n = n1 = n2 = 1 în (b) s, i starea de vacuum n = n1 = n2 = 0 în (a), s, i frecvent,ele
egale, astfel încât steeringul gaussian este simetric, GA→B = GB→A. După cum se
vede, comportamentul steeringului în aceste două situat,ii este similar, adică este
distrus în timp finit, diferent,a constă doar în valorile init,iale ale steeringului. Stările
termice comprimate sunt entanglate pentru r > rs, unde cosh2 rs = (n1 + 1)(n2 +
1)/(n1 + n2 + 1), s, i prin urmare, aceste stări nu au steering pentru r < rs. Compri-
marea stării măres, te rezistent,a steeringului la procesele de decoerent,ă s, i disipare.

În Fig. 4.5 (a) este ilustrată evolut,ia temporală a steeringului gaussian pentru
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(a) (b)

FIGURE 4.4: [MI17] Steeringul cuantic gaussian GA→B a două moduri bosonice re-
zonante ω = 1 într-un mediu termic cu temperatura C ≡ coth(ω/2kBT) = 2 s, i coe-
ficientul de disipare λ = 0.1, funct,ie de timp t s, i parametrul de comprimare r pentru
starea de vacuum comprimată init,ială cu n1 = n2 = 0 (a), s, i pentru starea termică

comprimată init,ială cu n1 = n2 = 1 (b).

(a) (b)

FIGURE 4.5: [MI18] Evolut,ia steeringului cuantic gaussian GA→B într-un canal cu
zgomot cu faza de comprimare φ = 0 s, i coeficientul de disipare λ = 0.1, (a) în funct,ie
de timp t s, i parametrul de comprimare R a băii termice comprimate cu numărul termic
de fotoni nth = 0, s, i comprimarea stării r = 2, s, i (b) în funct,ie de timp t s, i numărul
termic de fotoni nth al băii termice comprimate cu parametrul de comprimare R = 0.5,

s, i comprimarea stării r = 1.

o stare de vacuum comprimată care interact,ionează cu un mediu termic compri-
mat. Pe lânga tendint,a generală de distrugere în timp a steeringului, mai există s, i
o competit,ie între influent,a parametrului de comprimare din sistem s, i comprimarea
mediului. Mai exact, se observă că steeringul este distrus mai rapid dacă compri-
marea băii este mai mare decât comprimarea sistemului (R > r). Fig. 4.5 (b) arată
evolut,ia temporală a steeringului gaussian pentru o stare de vacuum comprimată în
funct,ie de numărul fotonic termic. Se observă că steeringul descres, te monoton în
timp cu o rată mai mare atunci când cres, te numărul termic al băii. În plus, steeringul
gaussian este distrus în timp finit pentru orice valori diferite de zero a temperaturii
băii. Totus, i, pentru numărul termic zero al băii steeringul gaussian devine zero doar
asimptotic, în limita de timp infinit. Într-adevăr, în acest caz particular expresia din
ecuat,ia (4.24) în limita de timp infinit devine

det γA(∞)

4 det γ(∞)
=

1
4[( 1

2 + N)2 − |M|2]
, (4.25)
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s, i este 1, s, i prin urmare, steeringul gaussian se păstrează în timp infinit, pe când în
cazul general zgomotul termic s, i disiparea distrug steeringul dintre moduri în timp
finit.

4.3.3 Generarea discordului gaussian

În Ref. [IM17] este studiată dinamica discordului cuantic gaussian al unui sistem
compus din două moduri bosonice cuplate în interact,ie cu un mediu termic. Expresia
discordului pentru o stare gaussiană de două moduri bosonice este dată de [AD10]:

D = f (
√

det γB)− f (ν−)− f (ν+) + f (
√

det ε), (4.26)

unde
f (x) =

x + 1
2

log2
x + 1

2
− x − 1

2
log2

x − 1
2

, (4.27)

ν∓ sunt valorile proprii simplectice ale matricii γ (4.17), s, i

det ε =



2δ2 + (β − 1)(Γ − α) + 2|δ|
√

δ2 + (β − 1)(Γ − α)

(β − 1)2
,

if (Γ − αβ)2 ≤ (β + 1)δ2(α + Γ),

αβ − δ2 + Γ −
√

δ4 + (Γ − αβ)2 − 2δ2(Γ + αβ)

2β
,

în caz contrar,

(4.28)

unde folosim următoarele notat,ii pentru invariant,ii simplectici ai matricii de covariant,ă
γ:

α = det γA, β = det γB, δ = det γC, Γ = det γ. (4.29)

Datorită cuplajului diferit de zero dintre moduri se poate chiar crea discordul în
ciuda procesului de disipare care are loc în timpul interat,iei cu baia termică. Pentru
a arăta aceasta considerăm o stare init,ială în formă de produs, pentru care discordul
este zero, cum este starea comprimată unimodală dată de următoarea matrice de
covariant,ă:

γ(0) =
1
2


cosh 2r sinh 2r 0 0
sinh 2r cosh 2r 0 0

0 0 cosh 2r sinh 2r
0 0 sinh 2r cosh 2r

 , (4.30)

cu parametrul de comprimare r.
În Fig. 4.6 este prezentată dinamica discordului gaussian D în funct,ie de timp

s, i parametrul de comprimare a stării init,iale comprimate unimodale. Pentru un cu-
plaj diferit de zero între moduri s, i temperatura zero a băii, aceste două grafice ilus-
trează generarea discordului în stări init,iale cu discord zero, imediat după începerea
interact,iei cu baia. Se observă că discordul generat atinge o valoare maximă care
este mai mare pentru cazul rezonant în comparat,ie cu modurile bosonice nerezo-
nante, după care descres, te în timp nemonoton, tinzând către o valoare finită diferită
de zero în limita asimptotică. Pe lângă aceasta, discordul creat are un comportament
oscilant în timp, ceea ce este mai evident în cazul nerezonant. Acest fenomen de
generare a discordului are loc pentru toate valorile diferite de zero ale parametrului
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(a) (b)

FIGURE 4.6: [IM17] Discordul cuantic gaussian D pentru o stare init,ială comprimată
unimodală a două moduri bosonice având cuplajul q = 0.5, într-o baie termică cu
temperatura T = 0 (coth(ω/2kT) = 1), s, i coeficientul de disipare λ = 1, în funct,ie
de timp t s, i parametrul de comprimare r. Fig. (a) este pentru moduri rezonante

ω1 = ω2 ≡ ω = 1, s, i (b) pentru moduri nerezonante cu ω1 = 1 s, i ω2 = 4.

de comprimare, cuplajului dintre moduri, temperaturii băii s, i coeficientului de disi-
pare.

Datorită cuplajului dintre moduri matricea de covariant,ă asimptotică γ(∞) nu este
o matrice de formă produs, s, i prin urmare, discordul gausian tinde către o valoare
finită diferită de zero îm limita timpului infinit.

(a) (b)

FIGURE 4.7: [IM17] Discordul gaussian asimptotic D(∞) a două moduri bosonice
rezonante cu ω1 = ω2 ≡ ω = 1 în funct,ie de temperatură via coth(ω/2kT) s, i de disi-
pare λ în (a), pentru cuplajul dintre moduri dat de parametrul q = 0.5, s, i în funct,ie de
temperatură via coth(ω/2kT) s, i de cuplajul dintre moduri q în (b), pentru coeficientul

de disipare λ = 1.

Starea asimptotică depinde de cuplajul dintre moduri, s, i de interact,ia sistemului
cu mediul, iar informat,ia despre starea init,ială se pierde în limita timpului infinit. Dacă
modurile nu sunt cuplate, i.e. q = 0, atunci matricea de covariant,ă asimptotică este
o stare produs Gibbs, care defines, te echilibrul termic al celor două moduri cu baia
termică, s, i pentru care discordul cuantic este zero. Acest lucru este ilustrat în Fig.
4.7, (a) s, i (b), unde este reprezentat discordul cuantic asimptotic.

4.3.4 Puterea interferometrică

În Ref. [Mîr+20] se consideră o stare gaussiană de două moduri, unde fiecare
dintre moduri interact,ionează cu o baie termică comprimată (Sec. 4.2). Chiar dacă
nu există cuplaj între moduri, înterat,ia cu două băi cu temperaturi diferite afectează
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puterea interferometrică (IP) PA
G a stării gaussiene, dată de

PA
G (γ) =

X +
√

X2 + YZ
2Y

, (4.31)

unde

X = (α + δ)(1 + β + δ − Γ)− Γ2,
Y = (Γ − 1)(1 + α + β + 2δ + Γ),
Z = (α + Γ)(αβ − Γ) + δ(2α + δ)(1 + β),

iar invariant,ii simplectici ai matricii de covariant,ă γ sunt dat,i de Ec. (4.29).

(A) P(t, T2) (B) P(t, R)

FIGURE 4.8: [Mîr+20] Puterea interferometrică gaussiană P dependentă de timp t s, i
(a) temperatura T2 celei de a doua băi (pentru r = 0.5, R = 0.5, T1 = 0.5, φ = 5, n1 =
n2 = 0.5, λ = 0.1) s, i (b) parametrul de comprimare a băilor R (pentru r = 0.5, T1 =

1, T2 = 10, φ = 5, n1 = n2 = 0.5, λ = 0.1).

În Fig. 4.8 este ilustrată puterea interferometrică a unei stări init,iale bimodale
termice comprimate, unde evolut,ia în timp globală indică o descres, tere în timp a
puterii interferometrice gausiene, care tinde la zero în limita de timp infinit. În Fig.
(a) se consideră o valoare fixă a temperaturii pentru prima baie, s, i se observă că
al doilea mediu cu timperaturile înalte contribuie la o distrugere mai rapidă a puterii
interferometrice, s, i prin urmare, se alterează precizia de estimare a parametrului
de fază asociat cu evolut,ia unitară a primului mod. Graficul (b) ilustrează evolut,ia
temporală a puterii interferometrice gaussiene în funct,ie de comprimarea băilor, care
în esent,ă intensifică procesul de distrugere, în special pentru o comprimare a băii
mai mare decât cea a sistemului.
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Concluzii
În această teză am abordat două probleme importante pentru s, tiint,a informat,iei

cuantice. În primul rând, pentru o metodă eficientă s, i sigură de detectare a corelat,iilor
cuantice în stări cuantice generice, trebuie să investigăm dacă utilizarea resurselor
practice necesare, de regulă cuantificate în termeni de numărul de măsurători re-
alizate, este eficientă. În al doilea rând, conservarea corelat,iilor cuantice în timpul
experimentelor reprezintă o sarcină exigentă, din cauza influent,ei inevitabile a medi-
ului asupra evolut,iei sistemelor cuantice. Aceste probleme au fost abordate în cazul
stărilor gaussiene, care sunt des întâlnite în experimentele de optică cuantică.

În acest scop, am propus o metodă inovatoare pentru detectarea entanglemen-
tului s, i steeringului în stări gaussiene arbitrare, s, i am aplicat metoda pentru stări
gaussiene aleatoare de două moduri, precum s, i pentru stări comprimate termice,
stări GHZ de trei moduri s, i stări de patru moduri ce cont,in bound entanglement. Un
avantaj major al acestei metode este că se detectează entanglementul s, i steeringul
în medie cu mai put,ine măsurători decât în tomografia totală [Mih+20] [Mih+23].
Acest rezultat este obt,inut prin intermediul unui algoritm semidefinit de optimizare
unde se construies, te operatorul test bazat pe datele experimentale aleatorii achizit,ionate
incremental până în momentul când prezent,a entanglementului s, i a steeringului este
confirmată. Ulterior, am testat această metodă pe un es, antion relativ mare de stări
gaussiene aleatorii s, i am colectat informat,ii suficiente pentru o analiză statistică
semnificativă.

Stările gaussiene reprezintă un set de stări speciale pentru care relat,ia dintre
entanglement s, i steering este determinată exact. Ca rezultat, am reus, it să caracter-
izăm în totalitate setul de teste bazate pe momente de ordinul doi pentru steering,
s, i am arătat că el reprezintă un subset de teste pentru entanglement, în timp ce nu
există o descriere analogă pentru stări cuantice generice.

Referitor la posibilele dezvoltări viitoare privind detectarea corelat,iilor cuantice,
un aspect important este dacă se pot defini clase de echivalent,ă de teste echipate
cu relat,ii de echivalent,ă, ce constau în transformări simplectice locale. Acest lu-
cru poate aduce avantaje în detectarea corelat,iilor cuantice odată ce este posibil
să definim o formă mai simplă s, i echivalentă a unui test, astfel încât un număr mai
mic de măsurători să fie necesar pentru ca algoritmul să găsească solut,ia optimă.
În plus, determinarea unor constrângeri liniare mai adecvate pentru caracterizarea
completă a testelor va îmbunătăt,i s, i mai mult eficient,a detectării entanglementului
s, i steeringului. Un alt studiu interesant l-ar constitui definirea unor teste care de-
tectează doar stările gaussiene entanglate cu matricea part,ial transpusă negativă,
stări care sunt utile pentru protocolul de distilare a entanglementului. Progresul în
această direct,ie ar contribui la înt,elegerea aprofundată a structurii s, i proprietăt,ilor
entanglementului s, i steeringului prezent în starea dată, ceea ce poate fi util pentru
aplicat,iile de procesare a informat,iei cuantice.

Pentru a investiga dinamica corelat,iilor cuantice în sistemele gaussiene, am folosit
ecuat,ia master Lindblad, care reprezintă cea mai generală forma de ecuat,ie mas-
ter markoviană ce descrie o evolut,ie complet pozitivă s, i care păstrează urma stării.
Mecanismul principal care de regulă influent,ează evolut,ia sistemelor gaussiene, cum
sunt modurile bosonice, este dat de zgomotul termic s, i disipare, care sunt modelate
destul de precis dacă considerăm mediul ca fiind un rezervor în echilibru termic, i.e.
o baie termică. Un mediu mai general este reprezentat de baia termică comprimată,
în care fiecare mod bosonic prezintă o comprimare în incertitudini.
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Datorită interact,iei cu mediul, entanglementul s, i steeringul cuantic în moduri boson-
ice necuplate sunt distruse în timp finit, un fenomen cunoscut ca "moarte subită"
[MI17][MI18]. O resursă eficientă pentru conservarea corelat,iilor cuantice pentru un
timp mai lung este comprimarea cuantică. Similar, corelat,iile de tip discord sunt mai
rezistente la zgomot dacă comprimarea este mai puternică, s, i acestea se anulează
asimptotic doar în limita de timp infinit [Mîr+20]. Mai mult decât atât, dacă adit,ional
modurile bosonice ale sistemului studiat sunt cuplate, atunci discordul gaussian este
chiar generat în stările init,iale fără corelat,ii [IM17].

Cuplajul diferit de zero dintre moduri influent,ează puternic procesele dinamice
subiacente prin intensificarea ireversibilităt,ii evolut,iei sistemului [MI22]. Noi am ară-
tat că acest efect în cazul interat,iei sistemului cu baia termică, pentru care am in-
vestigat evolut,ia ratei product,iei de entropie ca indicator al ireversibilităt,ii. Astfel, am
arătat că rata product,iei de entropie ia doar valori pozitive, este mai mare pentru
sistemul de moduri bosonice nerezonante, s, i se anulează doar atunci când sistemul
ajunge în echilibru termic cu baia, pentru cuplaj zero dintre moduri.

Studiul evolut,iilor de neechilibru în medii arbitrare reprezintă un subiect provoca-
tor, datorită faptului că fluxul de informat,ie s, i product,ia de entropie în stările con-
siderate nu pot fi detectate direct în experimente. În continuarea aspectelor deja
abordate, un subiect atrăgător pentru investigat,ie îl constituie deducerea expresiei
ratei product,iei de entropie pentru evolut,ia unui sistem de două moduri bosonice în
interact,ie cu un mediu termic comprimat.

De asemenea, analiza prezentată privind dinamica corelat,iilor cuantice s, i ire-
versibilitatea, se poate extinde dincolo de aproximat,ia markoviană, dată de o evolut,ie
ne-markoviană a sistemelor gaussiene în interact,ie cu o baie termică s, i o baie ter-
mică comprimată.
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