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UNIVERSITATEA DIN BUCURESTI

Abstract

Detection and Open System Dynamics of Gaussian Quantum Correlations

Detectarea si Dinamica in Sisteme Deschise a Corelatiilor Cuantice
Gaussiene

Tatiana MIHAESCU

in aceasta tez& este abordat subiectul corelatiilor cuantice, cum sunt entanglemen-
tul, steeringul si discordul, in sisteme de variabile continue. in special, starile gaussiene
indeplinesc conditiile experimentale des intalnite in optica cuantica, iar formalismul
lor implica si o descriere matematica simplificata.

Entanglementul este una dintre cele mai importante caracteristici ale mecanicii
cuantice, iar multe dintre criteriile existentei entanglementului necesita cunoasterea
completa a starii gaussiene, ceea ce poate reprezenta o conditie costisitoare si ne-
eficienta. Noi prezentam o metoda inovatoare pentru detecterea entanglementului
in stari gaussiene generice, ce consta in implementarea operatorilor-test care se
bazeaza pe momente statistice de ordinul doi si care necesita in medie mai putine
masuratori in comparatie cu tomografia completa, care se utilizeaza pentru recon-
struirea totala a sistemului studiat. In plus, o metoda similari se aplici pentru de-
tectarea steeringului cuantic n stari gaussiene, si noi definim si caracterizam in to-
talitate setul de teste de steering compuse din momente cuadratice. Pentru testarea
fezabilitatii acestei metode, sunt realizate simulari ale detectarii entanglementului
si steeringului in stari gaussiene aleatorii, care demonstreaza o buna rezilienta a
metodei la erorile statistice.

Un factor important care afecteaza in mod deosebit progresul tehnologiilor cuan-
tice este dat de distrugerea corelatiilor cuntice, datorata decoerentei produse in sis-
tem de mediul inconjurator. In cadrul teoriei sistemelor cuantice deschise bazate
pe semigrupuri dinamice complet pozitive, evolutia markoviana este reprezentata de
generatorul lindbladian al dinamicii. Este rezolvata ecuatia master Lindblad pentru
un sistem gaussian bipartit in interactie cu un rezervor termic si un rezervor termic
comprimat. Evolutia globala rezulta ca efect al competitiei dintre parametrii carac-
teristici ai baii (temperatura si disiparea), ai starii initiale (comprimarea si numerele
fotonice termice) si cuplajul dintre modurile sistemului considerat. in cazul mod-
urilor necuplate entanglementul si steeringul au un comportament tipic de distrugere
subita in timp finit, pe cand corelatiile de tip discord se anuleaza asimptotic la timp
infinit. Totusi, daca modurile sunt cuplate este posibila chiar generarea de discord
gaussian pentru o stare initiala ce contine doar corelatii clasice, si discordul are o
valoare finita diferita de zero in limita asimptotica.

De asemenea, este studiata evolutia ratei productiei de entropie, ce reprezinta
un indicator al ireversibilitatii generate de interactia a doua moduri bosonice cu un
mediu termic, si care are o valoare pozitiva in orice moment de timp pentru dinamica
markoviana. Ireversibilitatea este mai mare in cazul unei asimetrii a sistemului, cum
este comprimarea in incertitudinile cuadraturilor, si pentru frecvente nerezonante,
precum si in cazul modurilor bosonice cuplate.
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Introducere

Principiul nelocalitatii reprezinta o particularitate esentiala a mecanicii cuantice,
care a fost pus in evindenta de faimosul paradox al lui Einstein, Podolski si Rosen
(EPR) [EPR35]. In ultimul secol paradoxul EPR a fost formalizat intr-o ierarhie de
corelatii nelocale cu o clasificare distincta, cum sunt entanglementul, steeringul si
nelocalitatea Bell. In prezent aceste corelatii sunt esentiale pentru tehnologii in-
spirate de stiinta informatiei cuantice, precum calculul cuantic, comunicarea cuan-
tica si criptografia cuantica [Hor+09] [Uol+20] [Bru+14]. Mai mult decéat atat, stiinta
informatiei cuantice a primit recunoastere mondiala prin decernarea Premiului No-
bel in fizica lui Alain Aspect, John F. Clauser si Anton Zeilinger “for experiments
with entangled photons, establishing the violation of Bell inequalities and pioneering
quantum information science”" .

Exista multe aspecte ale lumii cuantice Tn sisteme compuse, iar incercarea neo-
bosita a fizicenilor din ultimul secol de a intelege trasaturile cuantice le-a permis sa
defineasca o distinctie mai clara dintre corelatiile clasice si cuantice decat entangle-
mentul. Aceastea sunt date de corelatiile de tip discord, care reprezinta transpunerea
notiunilor clasice de informatie si ignoranta despre o stare fizica in domeniul cuantic
[OZ01]. Printre multe alte aplicatii corelatiile de tip discord sunt utile in domeniul de
cercetare de Tnalta precizie, denumit metrologie cuantica [Mod+11].

Investigarea corelatiilor cuantice in starile sistemelor de variabile continue, car-
acterizate de sisteme cuantice infinit dimensionale, cum sunt modurile de lumina
sau oscilatorii armonici, reprezinta o abordare extrem de influenta pentru stiinta
informatiei cuantice. Printre altele, starile gaussiene au o importanta practica de-
osebita, fiind des intalnite in experimentele de optica cuantica si avand o descriere
matematica care evita aspectele tehnice solicitante ale spatiilor Hilbert infinit di-
mensionale [Wee+12]. In particular, starile gaussiene sunt definite de vectorul de
translatie si matricea de covarianta de dimensiune finita, in timp ce orice posibila
corelatie cuantica a starii este continuta in matricea de covarianta. Studiul starilor
generale de dimensiuni infinite prin prisma stiintei informatiei cuantice este mult mai
complicat decat pentru sisteme cu nivele discrete, de exemplu qubiti, Tnsa pentru
starile gaussiene pot fi deduse chiar unele afirmatii generice despre entanglement,
precum si despre steeringul cuantic si corelatiile de tip discord, ceea ce reprezinta
unul dintre scopurile acestei teze.

incepand cu controversatul paradox EPR s-a incercat intelegerea proprietatilor
entanglementului, unul dintre scopuri fiind de a raspunde la intrebarea daca o stare
generica data este entanglata sau separabila, si de a defini o masura sigura de
cuantificare a entanglementului. In cazul general aceasta problem& este inci fara
raspuns, insa exista metode precise de a detecta entanglementul bipartit in stari
arbitrare. De obicei aceste criterii sunt utilizate daca se considera ca starea cuan-
tica investigata este complet cunoscuta, adica ea este reconstruita in totalitate prin
interventia masuratorilor ce formeaza un set tomografic complet. Aceasta procedura
poate fi foarte costisitoare si chiar excesiva in termeni de resurse necesare, daca
ne dorim sa deducem doar informatia despre o proprietate specifica a unei stari
necunoscute, cum este entanglementul, in locul informatiei complete despre starea
cuantica. Acest lucru conduce la intrebarea inevitabila despre céat de greu aste in
principiu sa detectam entanglementul intr-o stare gaussiana arbitrara, din perspec-
tiva numarului de masuratori necesar in acest scop.

In tez4 este abordatd aceastd problem& prin implementarea unui instrument util

Thttps://www.nobelprize.org/prizes/physics/2022/summary/
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pentru detectarea entanglementului in timpul experimentelor, asa-numitele teste de
entanglement, care reprezinta un criteriu bazat pe observabilele direct masurate in
experiment. Pentru starile gaussiene exista o alternativa speciala pentru testele de
entanglement bazate pe variantele operatorilor canonici [HEO6]. Una dintre contributiile
noastre majore este data de definirea si caracterizarea completa a setului de teste
bazate pe variante pentru detectarea steeringului, care de fapt reprezinta un subset
al testelor de entanglement [Mih+23].

Concret, avand o stare gaussiana arbitrara necunoscuta propunerea noastra este
sa accesam informatia prin executarea de masuratori aleatorii, care servesc ca baza
pentru construirea de teste pentru entanglement si steering. Ulterior, dezvoltam
un algoritm semidefinit de optimizare capabil sa gaseasca testul adecvat bazat pe
datele experimentale obtinute. in acest scop propunem si un nou set de constran-
geri liniare pentru testele de entanglement si steering, respectiv, care caracterizeaza
complet, si in general restrang, setul de teste pentru stari gaussiene de doua moduri
[Mih+20] [Mih+23]. Ca rezultat, aceasta metoda noua ne permite sa detectam entan-
glementul si steeringul in stari gaussiene aleatorii in medie cu mai putine masuratori
decat in tomografia completa. Pe langa aceasta, metoda propusa este robusta la
erorile statistice.

O alta problema importanta in cadrul teoriei cuantice o constituie faptul ca sis-
temele cuantice sunt afectate de mediul exterior. Prin urmare, pentru a obtine o buna
descriere a evolutiei unui sistem cuantic este necesar sa consideram si influenta
mediului inconjurator. in cadrul teoriei sistemelor deschise bazate pe semigrupuri di-
namice complet pozitive, ecuatia master Lindblad reprezinta cea mai generala forma
a dinamicii markoviene, care este in mod obisnuit intalnita in numeroase situatii ex-
perimentale. In acest tip de evolutie are loc un transfer continuu al informatiei de
la sistem spre mediu, Insa excitatiile mediului cauzate de sistem se altereaza rapid,
astfel incét informatia nu revine inapoi in sistem.

Noi consideram un sistem gaussian de doua moduri bosonice in interactie cu o
baie termica si o baie termica comprimata. in acest caz, evolutia descrisa de ecuatia
master Lindblad pastreaza gaussianitatea starii initiale in orice moment de timp. Noi
rezolvam ecuatia master transcrisa in termeni de variante ale starii, in care este
continuta informatia completa despre corelatiile cuantice prezente in sistem. Astfel,
incepand cu o stare initiala gaussiana, cum este starea termica comprimata, ob-
servam ca entanglementul si steeringul se distrug in timp finit, datorita disiparii si
zgomotului termic [MI17], pe cand corelatiile de tip discord sunt mai rezistente la
zgomot, si se anuleaza doar asimptotic la timp infinit [Mir+20]. Cu toate acestea, cu-
plajul initial ntre moduri influenteaza puternic evolutia globala, mai exact discordul
se conserva in orice moment de timp si tinde asimptotic catre o valoare finita diferita
de zero. in particular, se poate observa chiar crearea discordului in stéri initiale fara
discord [IM17]. Pentru o baie termica comprimata exista o competitie intre compri-
marea locala a starii si comprimarea baii, care conduce, intr-un timp mai lung sau
mai scurt, la distrugerea steeringului, in functie si de faza de comprimare a rezer-
vorului [M118].

Evolutia unui sistem gaussian deschis este un proces ireversibil in orice moment
de timp, pana cand sistemul ajunge in echilibru termic cu baia termica. Acest aspect
este ilustrat prin descrierea evolutiei in timp a ratei productiei de entropie ca indicator
al ireversibilitatii, si descriem evolutia acestuia in timp [MI22]. Ireversibilitatea este
mai intensa la momentul initial de timp pentru cazul cand modurile bosonice sunt cu-
plate, sau daca exista o asimetrie Tn sistem, cum este comprimarea in incertitudinile
cuadraturilor, sau daca modurile bosonice nu sunt in rezonanta.



Stari de variabile continue

in mecanica cuantica sistemele de variabile continue sunt definite ca sisteme
avand gradele de libertate cuantice asociate operatorilor cu spectru continuu real.
Exemple de astfel de operatori sunt gradele de libertate de miscare a particulelor
nerelativiste, descrise de perechea de operatori autoadjuncti de pozitie £ si impuls
%, si cuadraturile asociate cAmpului electric si magnetic de-a lungul directiei de po-
larizare a campului electromagnetic cuantic. Campul electromagnetic mai poate fi
descris in termeni de oscilatori armonici cuantici necuplati, unde fiecare oscilator ar-
monic reprezinta un mod de lumina in terminologia opticii cuantice, notat cu k, si se
descrie intr-un spatiu Hilbert de dimensiuni infinite . Astfel, un sistem compus din
N moduri bosonice este descris intr-un spatiu Hilbert dat de H = ® ; H;. In for-
malismul mecanicii cuantice ce descrie sistemele de variabile continue, perechea de
operatori autoadjuncti satisface relatia de comutare canonica [£, p] = ih. In partic-
ular, pentru un sistem de N moduri se defineste un vector de 2N operatori canonici
autoadjuncti, R = (Ry,..Ron)T = (£1, p1, ..., &N, Pn) T, astfel incéat relatia de comutare

canonica devine
[Rk, Ri] = 1Oy, (2.1)

unde O = [Q]y sunt elementele unei matrici reale antisimetrice bloc diagonale
2N x 2N, numita matricea simplectica,

N 0 1
sz@nl, cu Q1:<_1 o)' (2.2)

unde ); denota matricea simplectica pentru un singur mod cuantic. O forma echiva-
lenta a relatiei de comutare in termeni de operatorii de creare ﬁ; si anihilare 4, a unui
mod excitat k, este data de

g, af) = 6, [af,af) = [ax, @] = 0. (2.3)

Hamiltonianul care descrie sistemul de N bosoni liberi independenti este reprezentat
ca suma de Hamiltonieni asociati fiecarui mod,

1

5)' (2.4)

N
A=Y R, B =l +
k

unde wy este frecventa modului k, si orice Hamiltonian de ordinul doi in termeni de
operatori canonici (cuadratic) poate fi adus la aceasta forma.

2.1 Transformari simplectice

Analogul operatiilor unitare in spatiul starilor este dat de transformarile simplec-
tice care actioneaza pe vectorul de operatori canonici R* = SR, si care pastreaza
invarianta forma antisimetrica canonica a relatiei de comutare:

sQst = . (2.5)

Aceste transformari au originea in mecanica clasica hamiltoniana, si reprezinta trans-
formari liniare canonice. Faptul ca hamiltonienii cuadratici (2.4) pot fi diagonalizati
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este echivalent cu diagonalizarea matricilor pozitiv definite prin intermediul transfor-
marilor simplectice.

Teorema 2.1. [Forma Normala Williamson] [Wil36] Fie M > 0 o matrice 2N x 2N
pozitiv semidefinita. Atunci exista o transformare simplectica S (2.5) astfel incat

SMST - diag(sllsll «-+s/SN/, SN)/ (26)

unde sy, ...sy > 0 sunt valorile proprii simplectice ale matricii M.

Urma simplectica a unei matrici M, notata cu str[M], este data de
N
str[M] ==Y s, (2.7)
i=1

si se defineste ca suma valorilor proprii simplectice s; (2.6).

2.2 Starile gaussiene

Setul de stari gaussiene este definit de toate starile fundamentale si termice ale
hamiltonienilor cuadratici (2.4)[Ser17]:

_Mq

Tefe PA]’ (2.8)

pc =

unde parametrul B este notatia folosita in termodinamica, fiind data de constanta
Boltzmann si inversa temperaturii. In spatiul fazelor, starile gaussiene sunt reprezen-
tate de functia caracteristica de forma gaussiana:

X (€) = e 3810 Qg ielaNd (2.9)

unde d = Tr[R pg] € R?N este vectorul de translatie, reprezentdnd momentul statis-
tic de ordinul unu, si matricea simetrica y ce reprezinta momentele statistice de
ordinul doi, numita matrice de covarianta, cu elementele

v =Te[{(R—d),(R—d)"} pc], (2.10)

unde {X, Y} = XY + YX este anticomutatorul. Relatia de incertitudine, care diferentiaza
starile gaussiene cuantice de cele clasice, este data de

T+iQ >0, (2.11)

si reprezinta o conditie necesara si suficienta pentru ca o matrice de covarianta
v sa reprezinte o stare gaussiana cuantica. Orice matrice de covarianta se obtine
aplicand o transformare simplectica pe matricea de covarianta a starii termice, definita
ca yy, = diag(vy,v1,...,VN, VN), unde v > 1 reprezinta valorile proprii simplectice,

r=S5 ( é Vk][2>ST- (2.12)

Prin urmare, starile gaussiene sunt complet determinate de vectorul de translatie si
matricea de covarianta.



Detectarea Entanglementului si
Steeringului

Corelatiile cuantice in starile gaussiene sunt complet caracterizate de matricea
de covarianta. Urmatoarele doua criterii sunt necesare si suficiente pentru definirea
separabilitatii si nesteerabilitati bazate pe momente de ordinul doi, si care pun
bazele pentru caracterizarea testelor de entanglement si steering.

Teorema 3.1. [Separabilitate] [WWO01] Fie v o matrice de covarianta a starii p cu
N moduri bosonice, care este separabila cu privire la partitia dintre Alice (A) si Bob
(B), avdnd N, si Ny moduri, astfel incdt Ny + Ng = N. Atunci exista matrici de
covarianta ta > iQn,, g > iQn, care corespund lui Alice si Bob, astfel incat

Y > Ta D T3 (31)

Si invers, daca aceasta conditie este satisfacuta atunci starea gaussiana data de
matricea de covarianta vy este separabila.

Acest criteriu de separabilitate pentru matricile de covarianta este bine stiut, insa
noi definim un criteriu similar pentru steering folosind masuratori gaussiene in Ref.
[Mih+23].

Teorema 3.2. [Non-Steerabilitate] [Mih+23] Fie o stare cuantica gaussiana bipartita
p cu N moduri bosonice si matricea de covarianta -y, compusa din subsistemele lui
Alice (A) si Bob (B), cu N4 si Ng moduri. Alice nu poate sa-I influenteze pe Bob
(adica nu exista steering) prin masuratori locale gaussiene daca exista o matrice de
covarianta pentru starea lui Bob op > iQy, astfel incat

v 2> 04®0p. (8.2)

Siinvers, daca aceasta conditie este satisfacuta atunci starea gaussiana cu matricea
de covarianta -y nu are steering de la Alice la Bob.

O consecinta directa a acestor criterii este ca orice matrice de covarianta sepa-
rabila nu are steering, datorita relatiei 74 ® 3 > 04 @ 3. Prin urmare, steerabili-
tatea gaussiana reprezinta un criteriu mai strict decat entanglementul. Un lucru si
mai important este faptul ca ambele seturi de matrici de covarianta, separabile si
nesteerabile, formeaza seturi convexe si inchise, si conform Teoremei de separatie
Hahn-Banach din geometria convexa [BV04], pentru un set convex si un punct in
afara setului exista un hiperplan’ care taie spatiul in dou& parti, intre punctul con-
siderat si setul convex. Hiperplanele care separa starile entanglate, si respectiv
steerabile, se numesc teste de entanglement, si respectiv de steering.

Definitie 3.1. [And03] Se defineste setul de matrici simetrice reale 2N x 2N cu
conditia

Zup(RN) :={Z]|Z > 0,¥y € T4p(R*N) : Tr[Z9] > 1}, (3.3)
unde -y este matricea de covarianta a unui sistem bipartit cu N = N4 + N mod-
uriy iar T4 5(IR?N) este setul de matrici de covariantd separabile. Toate matricile

Z € Zy s(R?N) pentru care existd vy astfel incat Tr[Z] < 1 se numesc teste de
entanglement.

"Un hiperplan este un subspatiu liniar cu o dimensiune mai mica decat dimensiunea spatiului dat.
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Definitie 3.2. [Mih+23] Se defineste setul de matrici reale simetrice 2N x 2N cu
conditia
Zapp(R¥™N) :={Z|Z >0,y € Tapp(R*N) : Tr[Z] > 1}, (3.4)

unde -y este matricea de covarianta a unui sistem bipartit cu N = N4 + N moduri,
A 7/ B denota steerabilitatea de la Alice la Bob, siT 4 »5(IR*N) este setul de matrici
de covariantd fara steering. Toate matricile Z € Z,,5(R*N) pentru care exista -y
astfel incat Tr[Z+] < 1 se numesc teste de steering bazate pe momente de ordinul
doi.

Astfel, testele de entanglement bazate pe momente de ordinul doi sunt hiperplane
care pot fi cel mult tangente la setul de matrici de covarianta separabile, Tr[Z7y]| = 1,
Vv = 14 @ T8, iar testele de steering sunt conditionate sa nu intersecteze setul de
matrici nesteerabile, Tr[Zy] = 1, Vy = 04 @ 0. Aceste ingrediente sunt suficiente
pentru a caracteriza complet setul de test de entanglement, si respectiv de steering,
dupa cum urmeaza.

Teorema 3.3. [Entanglement] [HEO6] O matrice de covarianta -y a unui sistem partitionat
in k subsisteme cu Zj}‘zl N; = N moduri, este entanglat in aceasta partitie daca si
numai daca exista Z astfel incat

Tr[Z9] < 1, (3.5)
unde Z este o matrice reala simetrica 2N x 2N care satisface

Z>0,
T str[Z] > 3, (3.6)

unde Z; este matricea bloc diagonala din Z care corespunde subsistemului j. Matri-
cile Z se numesc teste de entanglement bazate pe momente de ordinul doi.

Teorema 3.4. [Steerabilitate] [Mih+23] O matrice de covarianta -y sp pentru o stare
bipartita cu N = N4 + Ng moduri, are steering de la Alice la Bob prin masuratori
locale gaussiene daca si numai daca exista Z astfel incat

Te[Zy] < 1, (3.7)

unde Z este o matrice reala simetrica 2N x 2N care satisface
1
Z >0, str[Zp] > 5 (3.8)

unde Zg denota matricea bloc diagonala a matricii Z care corespunde subsistemului
lui Bob. Matricile Z. sunt numite teste de steering bazate pe momente de ordinul doi.

3.1 Reconstructia matricii de covarianta

Variantele operatorilor canonici se masoara prin asa-numita detectie homodyne
[BLO5], care corespunde proiectiei in spatiul fazelor a functiei Wigner pe planul ce
formeaza unghiul 6 cu axa coordonatei £, astfel incat aceasta directie corespunde
unei quadraturi generalizate %y, data de

. exp(—if) i +exp(if) at
X = 5

= xcosf 4+ psinb, (3.9)
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unde # si 71t sunt operatorii de anihilare si creare care corespund sistemului. Pentru
un sistem compus din doua moduri bosonice 4 si b, modul detectat #i de un singur
detector poate fi reprezentat ca o mixtura intre cele doua moduri [D’A+05],

i =exp(ip)cos¢ a+sing b. (3.10)

Astfel, masurand cuadratura x, obtinem (%,), care provine dintr-o functie de proba-
bilitate normaléd datd de proiectia functiei de cuasi-probabilitate Wigner W,(x, p) in
spatiul fazelor,

p(x,0) = /dxg_ng(x,p) = (xg|p|xq)- (8.11)
Varianta cuadraturii generalizate se obtine din p(x, ), si este data de
(%) — (%0)* = Tr[Mq], (3.12)

unde -y este matricea de covarianta a starii bimodale, si

M=v0", v= (cospcos(f —¢), cos¢sin(f —¢), singcos6, singsin O)T
(3.13)
este matricea care reprezinta masuratoarea.

3.2 Algoritmul de optimizare

Programarea semidefinita (SDP) rezolva probleme de optimizare convexa si poate
fi vazuta ca o generalizare pentru programarea liniara si cuadratica, unde inegalitatile
pentru vectori sunt inlocuite de inegalitati matriciale [VB96]. in esentd SDP opti-
mizeaza o functie liniara, date fiind niste constrangeri in forma de inegalitati ma-
triciale. Tn continuare propunem un set de constrangeri liniare pentru testele de
entanglement si steering care inlocuiesc in algoritmul de optimizare constranger-
ile ce caracterizeaza complet testele, asa cum a fost demonstrat in Teorema 3.3 si
Teorema 3.4.

Propozitie 3.1. [Mih+20] Pentru un test de entanglement Z intr-o partitie in k sub-
sisteme cu 2};1 N; = N, a unei matrici de covarianta entanglate de N moduri,
inegalitatile (3.6) sunt satisfacute daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

Z>0,
Zi+ign >0, yeR, j=1...k-1, (3.14)

: k-1
Zk—l—lNLk(%—Zj 1X]'>QNk > 0.

Propozitie 3.2. [Mih+23] Pentru un test de steering Z a unei matrici de covarianta
de N = Ny + Np moduri, cu steering de la Alice la Bob, inegalitatile (3.8) sunt
satisfacute daca (si numai daca pentru Ng = 1) urmatoarele conditii sunt indeplinite:

Z >0,
Zp +ig-On, > 0. (3.15)

Aceste constrangeri caracterizeaza exact setul de teste de entanglement si steer-
ing pentru matrici de covarianta bimodale, dar pentru mai multe moduri ele restrang
setul de teste, totusi au avantajul ca sunt liniare si pot fi folosite intr-un algoritm care
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sa gaseasca un test potrivit pentru o stare data. De exemplu, entanglementul intr-o
matrice de covarianta bimodala este detectat folosind urmatorul algoritm SDP:

minimize c¢-m

X, C
subjectto Z = ZciMi,
i
Zy Zpp >
< Zirz Zy

Z1+ix01 ZO,

1
Z> +1(§ — X)Ql >0,

unde m = Tr[M| este vectorul de rezultate ale masuratorilor, M este vectorul de
matrici de masuratoare M; ce actioneaza pe matricea de covarianta 1, si i indica
numarul de masuratori folosite in algoritm. Pentru detectarea steeringului procedura
este similara, doar constrangerile sunt diferite,

minimize c¢-m
C

subjectto Z = ZciMi,
i

7 ( ZA le > >0 (317)
Zih Zp ) T

1

Acesti algoritmi SDP detecteaza corelatii cuantice in matrici de covarianta arbitrare

/—'(L A random

measurement
J L

Optimization

Not detected Detected

FIGURE 3.1: Strategia pentru generarea de teste pentru entanglement si steering

intr-o matrice de covarianta necunoscuta, incepand cu masuratori aleatorii si facand

optimizarea din (3.16) si (3.17), respectiv. Scopul este sa inregistram numarul de
masuratori necesare pentru detectare.

pentru care se cunoaste doar dimensiunea. In cazul cel mai general, cand nu se
cunoaste forma matricii de covarianta si nici sursa sistemului, nu exista niciun indi-
ciu pentru o strategie eficienta de detectie. Astfel, strategia potrivita pentru acest
caz ar fi sa se facd masuratori aleatorii. In plus, acesti algoritmi pot fi folositi pentru
a studia de cate masuratori este nevoie in principiu, pentru detectarea entangle-
mentului si steeringului. Prin urmare, noile masuratori vor fi adaugate una céte una,
si optimizarea se face la fiecare pas pana cand este detectat entanglementul sau
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steeringul, cum este aratat in Fig. 3.1.

3.2.1 Stari gaussiene aleatorii

O stare gaussiana de doua moduri are matricea de covariantd cu urmatoarea
structura
YA YC
= , 3.18
i <’Y€ ’YB> ( )
unde 4 si v sunt matrici de covarianta 2 x 2 pentru primul si al doilea mod, iar ¢

Detected Fraction

FIGURE 3.2: [Mih+20] Fractia de detectare a entanglementului in stari aleatorii de
doud moduri: 5 x 10° rulari ale algoritmului pentru v; € [0,5] si r; € [0,2], cuantificat
dupa Eg. (3.19). Considerand succesiv noi masuratori testul de entanglement este
evaluat la fiecare pas pana cand prezenta entanglementului este confirmata. Datele
sunt normate astfel incat suma lor este 1 pentru fiecare valoare a entanglementului.

este matricea de corelatie intre moduri. Entanglementul este cuantificat de negativ-
itatea logaritmica data de [AS104]:

1
E = max{0, ) log, f}, (3.19)
unde
f= T(detys +detyp) — detyc (3.20)

/
- ([%(det'yA +det ) — detyc]” — det'y>1 ’

Steeringul de la subsistemul A la B este dat de valorile simplectice ;4]3 mai mici ca 1
ale complementului Schur definit ca 72 := 75 — v&v1vc [Kog+15],

gAﬁg(y):max{ol_ Y ln(y]B)}, (3.21)

j:y]B<l
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- 0.45

-10.4

- 0.35

= 0.3

Detection Fraction

FIGURE 3.3: [Mih+23] Fractia de detectare a steeringului in stari aleatorii de doua
moduri pentru v; € [0,5] si r; € [0,2], cuantificat dupa Eq. (3.21). Sunt reprezentate
5 x 10° rulari ale algoritmului, unde méasuratorile sunt facute succesiv si testul de
steering este evaluat la fiecare pas pana cand este confirmat steeringul. Datele sunt
normate pentru fiecare valoare a steeringului astfel incat suma lor este 1.

Matricile de covarianta aleatorii se formeaza pornind de la matricea de covarianta a
starii termice ;;, de forma diagonala [Wee+12], cu valorile proprii simplectice notate
v > 1(k =1, ..., N) generate aleator conform unei distributii uniforme intr-un interval
finitreal [1,¢], t > 1:

%hzélg<16k 3k> (3.22)

k=1

in continuare se aplica transformari simplectice aleatorii S, si se obtine:
v = SymST. (3.23)

Fig. 3.2 reprezinta eficienta detectarii entanglementului din perspectiva numaru-
lui necesar de masuratori. Aici se observa ca entanglementul mai puternic necesita
mai putine masuratori pentru a fi detectat. in particular, pentru un entanglement
slab de regula se fac 10 masuratori, la fel ca in tomografia completa, in timp ce un
entanglement mai puternic se detecteaza cu 8 — 9 masuratori. Similar, detectarea
steeringului n stari gaussiene aleatoare prezentat in Fig. 3.3 are un comportament
fenomenologic similar cu al entanglementului, si anume, cu cét este mai mare val-
oarea steeringului, cu atat este mai usor de detectat, pentru ca necesita mai putine
masuratori.

3.2.2 Bound entanglement

Pentru starile gaussiene criteriul transpusei partiale pozitive (PPT) este necesar
si suficient doar pentru partitile de 1 x N moduri. in Ref. [WWO01] este dat un
exemplu de matrice de covarianta de patru moduri ce contin bound entanglement n
partitia 2 x 2, care se defineste ca stare entanglata cu PPT,
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0.2

0.18 [

0.16

0.14

0121

0.1r

0.08 [

Detected Fraction

0.06

0.04 [

0.02 -

0 5 10 15 20 25 30 35 40
No. of Measurements

FIGURE 3.4: [Mih+20] Fractia de detectare a entanglementului pentru o stare de 4
moduri cu bound entanglement, vezi Eq. (3.24): 10* rulari ale algoritmului. Masurato-
rile se executa una cate una si starea este verificata pentru fiecare masuratoare noua
pana cand entanglementul este detectat. Datele sunt normate astfel incat suma lor

este 1.
20 0 0 1 0 0 0
o1 0 0 0 0 0 -1
00 2 0 0 0 -1 0
00 0 1 0 -1 0 0
™11 0 0o 02 0 0 o (3-24)
00 0 —-10 4 0 0
00 -1 0 0 0 2 0
0 -1 0 0 0 0 0 4

O stare gaussiana de N moduri are matricea de covarianta descrisa de N(2N + 1)
parametri independenti, care este si numarul necesar pentru tomografia completa.
Matricea de covarianta in Eq. (3.24) are doar 12 parametri diferiti de zero, insa in
programul nostru de optimizare pentru detectarea entanglementului noi consideram
matricea ca fiind de forma generala pentru patru moduri, in care caz este nevoie
de 36 masuratori. Valoarea minima pentru aceasta stare este data de Tr[Z,,;, 7| =
0.8966. Fig. 3.4 reprezinta fractia de detectare a bound-entanglementului in ma-
tricea de covarianta din Eq. (3.24) in functie de numarul necesar de masuratori. Cu
metoda noastra se certifica prezenta entanglementului in medie cu 33 masuratori
aleatorii, ceea ce este o imbunatatire fata de tomografia completa.

3.2.3 Steeringul in starea GHZ de variabile continue

Starile GHZ de trei qubiti sunt bine cunoscute in teoria informatiei cuantice, si
analogul lor in variabile continue sunt de un mare interes in multe aplicatii. in ex-
perimente acestea se creaza de la o raza comprimata in pozitie cu parametrul de
comprimare r; si 0 raza comprimata in impuls cu parametrul r,. Prin combinatia
acestor raze pe un "double beam splitter" se obtine o stare pura, complet insepara-
bila de trei moduri cu matricea de covarianta simetrica data de [LB00]
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10.3

+0.25

40.2

Detection Fraction

0.05

FIGURE 3.5: [Mih+23] Fractia de detectie a steeringului in stari GHZ de trei moduri
cua = 2,3,..26, vezi Eq. (3.25). Datele sunt obtinute de la 4.5 x 10° rulari ale
algoritmului, si sunt normate astfel incat suma lor este 1.

a 0 ¢ 0 ¢ O
0 b 0 —c 0 —c
c 0 a 0 ¢ O
YeHZ= o _c 0 b 0 —c|” (3.25)
c 0 ¢ 0 a O
0 —¢c 0 —c 0 b

unde a reprezintd comprimarea globala data de [ASI06] a = %\/4 cosh2(ry +1,) +5,

sib=1(50—+92—-8),c=1(a—92-8). In realitate, doar in limita de compri-
mare infinitd (¢ — oo) matricea de covarianta din Eq. (3.25) se apropie de starea
GHZ reala, care este nenormata si reprezinta vectorul propriu cu valoarea proprie
zero simultan pentru operatorul de impuls total p; + p» + p3 Si operatorii de pozitie
relativa £; — %; (i, =1,2,3) [LBO1].

Starea GHZ de variabile continue este complet inseparabild, dar are si steering
de la Alice la Bob, daca consideram ca Alice are un mod bosonic si Bob are celelalte
doua moduri. Matricea de covarianta din Eq. (3.25) este simetrica, deci Alice poate
avea pe oricare din cele trei moduri. Complementul Schur corespunzatori acestei
partitii are una din valorile proprii simplectice mai mica decéat 1 pentrua = 2,3, ..., n,
n € IN, si prin urmare, putem sa cuantificam steeringul folosind masura din Eq.
(3.21).

Rezultatele aplicarii metodei noastre pentru detectarea steeringului prin masura-
tori aleatorii sunt ilustrate in Fig. 3.5. La fel ca in sectiunile precedente, datele
sunt colectate prin inregistrarea numarului de masuratori necesar pentru detectarea
steeringului, unde optimizarea are loc cand masuratorile sunt facute pe rand, una
cate una, pana cand prezenta steeringului este detectata. Pentru o matrice de
covarianta de trei moduri sunt necesare 21 de masuratori, si totusi in Fig. 3.5 0
treime din starile cu steering sunt detectate cu doar 19 masuratori, si in jur de 25%
dintre stari necesita 18 si 20 masuratori. Totusi, din Propozitia 3.2 se stie ca aceasta
metoda are cel mai mic randament atunci cand Bob are doua moduri (N = 2),
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deoarece in acest caz constrangerile liniare sunt mai stricte in comparatie cu con-
strangerile reale care caracterizeaza setul de teste pentru steering (vezi Teorema
3.4). Prin urmare, o mica fractie de stari (3%) necesita mai multe masuratori decat
in tomografia totala pentru a detecta steeringul.

3.3 Analiza statistica

Eroarea statistica asociata operatorului de test in metoda noastra este data de

[Mih+20]
_ dzZ \2  _ 2
AZ = ( ‘ ) ANL)? = 2m?. 3.26
; dMl ( l) n— 1 ZI: 1 1 ( )
1.20
1150 | —— 6 measurements
| * 7 measurements
g 1100 ~—— 8measurements |
T
£ 1.05- .
c
o]
(&)
= 1.00 : | ]
~ .
g |
= 095~ | ]
>
N, I [
F 0.90F | I :
I I Tr[Zmin Y] =0.852
(U1 e L e
'n~2x10%' n~19x10° 'n~7x10%
0.80 | I I I I i L
0 20000 40000 60000 80000 100000

Measurementrepetitions

FIGURE 3.6: [Mih+20] Intervalul de confidenta 3¢ pentru testul de entanglement Z pe

o stare gaussiana cu matricea de covarianta -y, estimat statistic in Eq. (3.26). Linia

orizontala intrerupta indica valoarea minima a testului pentru starea vacuum compri-

mata consideratd Tr[Z,,;,v] = 0.852. Liniile verticale intrerupte indica numarul de

repetitii ale masuratorilor necesare pentru detectarea entanglementului cu 6 (albas-
tru), 7 (oranj) si 8 (verde) masuratori.

Datele experimentale din masuratorile de tip homodyne constau din rezultatele
masuratorilor valorilor medii ale cuadraturii generalizate (%y,) unde 6; este directia
de masuratoare in spatiul fazelor. Pe langa aceasta, pentru fiecare astfel de ma-
suratoare este nevoie de un numar relativ mare de repetitii ale acestei masuratori,
si prin urmare, datele experimentale sunt date de variabilele aleatorii X;; = (%g,);,
(j=1,...,n), unde n; este numarul de repetitii ale masuratorii date de dirrectia 0;.
Starile gaussiene sunt reprezentate de functii de cuasi-probabilitate normale, si prin
urmare, proiectia functiei Wigner pe planul descris de directia 6; este tot o functie
gaussiand. In consecinta, se obtine un esantion de variabile aleatorii care are o
distrbutie normald cu valoarea medie y; si varianta o = (A%,)>. In concordanta cu
notatia din Sec. 3.1 identificdm echivalenta 02 = m;, unde m; = Tr[M;y] = (A%,)?
(vezi Eq. (3.12)), si prin urmare distributia normala care dicteaza rezultatele ma-
suratorii pentru fiecare directie de masurare 6; este data de N;(y;, m;). Important
de notat este faptul ca aceasta relatie se aplica doar pentru matricile de covarianta
care provin de la stari gaussiene, adica datele experimentale provin dintr-o functie
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de distributie normala.

in Fig. 3.6 se considerd o stare de vacuum comprimati entanglatid de dou
moduri cu valoarea de entanglement data de Tr[Z,,;,y] = 0.852, unde Z,,;,, este tes-
tul ce da valoarea minima pentru matricea de covarianta . Se arata intervalul de
confidenta 3¢ pentru Tr[Z+] in functie de numarul de repetitii ale masuratorilor n,
unde testul de entanglement Z este evaluat folosind 6, 7 si 8 masuratori. Entangle-
mentul este determinat atunci cand Tr[Zv] < 1, si se observa ca folosind 8 directii de
masuratori diferite este nevoie de mai putine repetari ale masuratorilor (~ 2 x 103)
in comparatie cu 6 si 7 masuratori (~ 1.9 x 10%). Pentru o matrice de covarianta
de doua moduri este nevoie de 10 masuratori independente pentru tomografia com-
pleta.

1.31 |

~—— 7 measurements
1.2¢

= 8 measurements

~— 9 measurements

11¢

1.0p

0.9

Tr{Zy] (99.7% Confidence)

TH{Zumin v]=0.7477

0.7p

1
[
|
[
[

0.8f :
[
[
[
I

‘ n~15x10* . , ‘
0 20000 40000 60000 80000 100000
Measurement Repetitions

FIGURE 3.7: [Mih+23] Intervalul de confidenta 3¢ pentru testul de steering Z pe o

stare gaussiana cu matricea de covarianta <, estimat statistic in Eq. (3.26). Linia

orizontala Tntrerupta indica valoarea minima a testului pentru starea de vacuum com-

primata considerata Tr[Z,,;,y] = 0.7477. Liniile verticale intrerupte indica numarul de

repetitii ale masuratorii necesare pentru detectarea entanglementului cu 7 (albastru),
8 (oranj) si 9 (verde) masuratori.

Similar, in Fig. 3.7 este ilustrata detectarea steeringului in functie de numarul de
repetitii pentru 7, 8 si 9 masuratori. Se arata ca steeringul in general se detecteaza
mai greu decat entanglementul, ceea ce este in concordanta cu faptul ca steeringul
este o corelatie mai puternica. Aceasta analiza poate fi relevanta pentru a decide
daca este nevoie de noi masuratori sau trebuie sa se faca mai multe repetari ale
masuratorilor, pentru detectarea mai eficienta a corelatiilor cuantice.
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Dinamica Sistemelor Cuantice
Deschise

Consideram un sistem fizic In spatiul Hilbert asociat H, spatiul de operatori de
densitate D(H), ce reprezinta starile cuantice ale sistemului, si o aplicatie V :
D(H) — D(H),

Vp € D(H), p € D(H). (4.1)

Pentru a reprezenta o evolutie fizica, numita si canal cuantic, orice aplicatie definita
astfel trebuie sa fie liniara, pozitiva, hermitica si sa pastreze urma egala cu 1. Totusi,
este nevoie de o constrangere mai stricta decat pozitivitatea pentru a garanta validi-
tatea fizica a unei aplicatii, si anume complet-pozitivitatea.

Definitie 4.1. [Wil17][Aplicati Complet Pozitive] O aplicatie liniara V : D(H) —
D(H) este complet pozitiva (CP) daca si numai daca V ® I reprezinta o aplicatie
pozitiva pentru un sistem de referinta R de dimensiune arbitrara.

Astfel, cea mai generala transformare a unei stari cuantice este data de o aplicatie
liniara, complet pozitiva si care pastreaza urma (CPTP).

4.1 Ecuatia master Lindblad

Un rezultat faimos care utilizeaza cel mai general generator pentru dinamica
markoviana bazat pe semigrupuri dinamice complet pozitive, il constituie ecuatia
master Lindblad [Lin76] [GKS76]. Semigrupurile dinamice complet pozitive sunt
reprezentate de aplicati CPTP dependente de timp V(t), t > 0, care formeaza o
familie de aplicatii dinamice {V(t)|t > 0}, unde V(0) este aplicatia identici. in
ecuatiile de tip markovian sunt neglijate efectele de memorie, si se impune conditia
ca aplicatiile dinamice sa aiba proprietatea de semigrup,

V(h)V(tz) = V(t1 + tz), t1,tp > 0. (4.2)

in formalismul teoriei sistemelor deschise se deduce un set de ecuatii diferentiale
continue, numite ecuatii master, de forma

d
ap(t) = Lo(t), (4.3)

unde L este generatorul independent de timp al evolutiei. Astfel, relatia dintre
aplicatia CPTP si generatorul L este data de

V(t) = et (4.4)
Generatorul pentru ecuatia master Lindblad este de forma [Lin76] [GKS76]

-1
1 1
[H,p] + ) sx(FeoFe — SFFep — 5pF(F), (4.5)
k

i
Lo=——
=%
unde primul termen reprezinta evolutia unitara a sistemului, generata de Hamiltoni-
anul H, si al doilea termen reprezinta evolutia neunitara, care descrie procesele de
decoerenta si disipare in sistem. Coeficientii g, caracterizeaza mediul si provin din
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functiile de corelatie ale mediului, iar operatorii F, se afla in spatiul Hilbert asociat
sistemului studiat, astfel incat ecuatia master descrie evolutia unui sistem doar in
functie de gradele de libertate ale sistemului. Ecuatia master (4.3) cu generatorul £
(4.5) asociat unui semigrup dinamic reprezinta forma cea mai generala a unei ecuatii
master markoviene.

4.2 Baia termica si baia termica comprimata

Consideram un sistem cuantic in interactie cu un camp cuantificat de radiatie,
reprezentat de un rezervor cu un numadr infinit de grade de libertate. 1n particu-
lar, baia termica este un mediu format dintr-un numar mare de oscilatori armonici,
indexati cu k, In starea de echilibru termic,

k

unde B = 1/kgT, T este temperatura baii si kg constanta Boltzmann, iar b} si by
sunt operatorii de creare si anihilare. Starile termice fac parte din clasa de stari
gaussiene, care sunt descrise de momentele statistice de ordinul unu si doi, care
formeaza vectorul de translatie si matricea de covarianta. Matricea de covarianta
pentru starea termica este data de

h Ty

oy, COth 7% 0

Yin = @ x P h A , (4.7)
P ( 0 5% coth —Zk‘;’kT

unde se considera oscilatori cu mase egale m; = m, iar wy este fracventa oscila-
torului k.

Un mediu mai general este dat de rezervorul termic comprimat, aflat intr-o stare
cuantica in echilibru termic care sufera o transformare de comprimare pentru fiecare
mod individual, astfel incat

psq = [1S(Ex) (1 — e MPr) e mPnbibi gt (g, (4.8)
k

unde S(¢) este operatorul de comprimare unimodal,
S(F) = eV 80", (4.9)

cu variabila & = Re'? dati de constanta de comprimare a baii R si faza de compri-
mare ¢. Astfel, se obtine un mediu modelat ca un continuum de oscilatori comprimati
in aceeasi directie. Matricea de covarianta a starii ce descrie baia termica compri-
mata este data de urmatoarea expresie [BP02]:

- 1+ Ni + Re[My] Im [ M]
Vs —@( * M 14 Ne— Re[My ) (4.10)

unde

Ni = ny,x(cosh® R + sinh® R) + sinh” R,
My = —(2ng,x + 1) cosh Rsinh Re'? . (4.11)



4.3. Dinamica corelatiilor cuantice gaussiene 17

Astfel, N, coincide cu numarul mediu termic al fotonilor daca M; = 0, ceea ce
indica faptul ca baia este in echilibru termic, in caz contrar se spune ca baia este
comprimata. In continuare vom considera N, = N si M, = M pentru toate modurile
k ale baii.

Consideram un sistem de doua moduri bosonice cuplate in operatorii de pozitie
in interactie cu o baie termica comuna. Hamiltonianul care determina evolutia sis-
temului este dat de

1.5 2 m, o 2 2.2
H = %(PJH‘Py)*‘E(wlx + w3y”) + qxy,

unde perechile de operatori autoadjuncti de pozitie si impuls pentru primul mod sunt
x Si py, iar pentru al doilea mod sunt y and p,, si q este constanta de cuplaj dintre
moduri. La rezolvarea ecuatiei master Lindblad in termeni de variante ale operato-
rilor canonici coeficientii g, din ecuatia (4.5) determina matricea asociata starii Gibbs
a baii termice, numita matrice de difuzie [Isa+94]:

h .
A coth ol

- k5T
hAmw; hew;
j j
0 »— coth T

0
(4.12)

unde A este coeficientul de disipare al baii. Ecuatia de evolutie temporala pentru
matricea de covarianta este

v(t) = Z(£)[1(0) = ¥(0)]ZT () + ¥(e0), (4.13)
unde Z(t) = et si
-2 L 0 0
| —mwp A q 0
Y= ", 1 (4.14)

q 0 —mw; —A

Matricea de covarianta «(co) corespunde stdrii stationare si se obtine din relatia
d

4.3 Dinamica corelatiilor cuantice gaussiene
Consideram ca stare initiala clasa de stari termice comprimate, care sunt des

studiate si contin corelatii cuantice, cum sunt entanglementul, steeringul si discordul.
Forma standard a matricilor de covarianta termice comprimate este:

a 0 ¢ O
0 a 0 —c
7(0) = c 0 b 0l (4.15)
0 —c 0 b
cu
a = nycosh?r+ nysinh®r + % cosh 2r,
b ny sinh? 7 + 1, cosh? r + % cosh 2r, (4.16)

- %(nl + 1y + 1) sinh 2r,

(9

unde n1, np sunt numarul mediu de fotoni pentru fiecare mod, si r este parametrul
de comprimare. Starea este entanglata pentru r > r,, unde cosh?r; = (n1 +1)(n2 +
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1)/(ny +ny +1). In continuare vom folosi reprezentarea bloc pentru o matrice de
covarianta de doua moduri,
y= <7A 7C>, (4.17)

T
Yc VB
unde 4 si yp sunt matricile de covarianta pentru primul si al doilea mod, respectiv,
iar yc este matricea de corelatie dintre moduri.

4.3.1 Rata productiei de entropie

Conform legii a doua a termodinamicii un sistem in interatie cu mediul inconjura-
tor face schimb de energie cu mediul, astfel incat sistemul trece printr-o modificare
a entropiei interne AS cu limita de jos data de [GM61]:

AS > @, (4.18)
T
unde 6Q este absorbtia infinitezimala a caldurii de catre sistem din mediul cu tem-
peratura T. Egalitatea Tn aceasta relatie inseamna ca transferul de informatie de la
sistem spre mediu este egal cu variatia globala a entropiei din sistem, iar inegalitatea
stricta din (4.18) indica faptul ca procesul este ireversibil si se produce o cantitate de
entropie datorata procesului. Astfel, se poate defini productia de entropie X ca

ZEAS—/(S,?zo. (4.19)

Din aceasta relatie rezulta
if _TI(E) — D(b), (4.20)

unde I1(t) denota rata productiei ireversibile de entropie si ®(t) este fluxul de en-
tropie de la sistem spre mediu. Pentru starile gaussiene entropia poate fi exprimata
folosind reprezentarea in spatiul fazelor a functiei Wigner [SLP17].

Pentru doua moduri bosonice cuplate, in interactie cu o baie termica se obtine
urmatoarea expresie dependenta de timp a ratei productiei de entropie (EP) IT(t)
[SF12] [BP16]:

I1(t) = %Tr[fl(t)D] + 2T [Y) 4 2Te[(Y) T D1y (1)), (4.21)

unde variabilele dinamice sunt divizate in functie de simetria fata de operatorul de
translatie temporala dat de matricea simplectica E = diag(1, —1,1, —1). Astfel, ma-
tricea de drift Y (4.14) contine o componenta ireversibila Y™ si una reversibild Y™V,
definite ca

yir — % (Y + EYET> ;YT = % (Y - EYET) : (4.22)

In particular, cand sistemul ajunge la o stare stationara s, expresia (4.21) devine
[BP16] _ . _
IT = Tr[Y™) 4 2Te[(Y™) T D1y (4.23)

in continuare vom prezenta rezultatele principale obtinute in Ref. [MI22], luand ca
stare initiala starea termica comprimata (4.15).

In Fig. 4.1 este ilustrata evolutia in timp a ratei EP pentru o stare initiala termica
simetrica in functie de temperatura rezervorului. La momentul initial de timp rata
EP este o functie convexa de temperatura mediului, insa dupa putin timp ea devine
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(@ (b)

FIGURE 4.1: [MI22] Rata productiei de entropie dependenta de timp ¢ si temperatura

T pentru moduri nerezonante cu fracventele wy = 1,w,; = 1.7 intr-o stare initiala

termica simetrica (comprimarea r = 0) cu numarul mediu termic n = 1, si constanta
cuplajului g = 0 (a), si ¢ = 0.8 (b). Parametrul de disipare este A = 0.4.

(a) (b)

FIGURE 4.2: [MI22] Rata productiei de entropie dependenta de timp ¢ si cuplajul g

dintre doud moduri rezonante cu frecventa w = 1, intr-o stare initiala termica compri-

mata cu r = 1 si numarul mediu de fotoni n = 1 (a), si o stare coerenta cu r = 0 si
n = 0 (b). Parametrii baii termice sunt temperatura T = 0.1 si disiparea A = 0.1.

functie plata si tinde asimptotic la zero daca modurile nu sunt cuplate, sau tinde catre
o valoare finita diferita de zero pentru moduri cuplate. Prin urmare, cuplajul dintre
moduri este crucial pentru existenta ratei EP in starea stationara.

Evolutia temporala a ratei EP in functie de cuplajul dintre moduri este aratata in
Fig. 4.2 (a) pentru starea initiala termica comprimata simetrica, si in (b) pentru starea
initiald coerenta, care este starea de vacuum cu comprimare si numarul termic fo-
tonic zero. Dupa cum se vede, cuplajul dintre moduri creste rata EP, un fenomen
care este mai evident pentru starile de vacuum. in plus, se observa aparitia unor
oscilatii pentru cuplaj diferit de zero intre moduri, care sunt mai pronuntate in starile
vacuum si pentru cuplaj relativ mai puternic.
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FIGURE 4.3: [MI22] Rata productiei de entropie dependenta de temperatura T a rezer-
vorului si cuplajul g dintre moduri pentru A = 0.1 (a), si disiparea A cu cuplajul g = 0.1
(b), in starea stationara. Frecventele modurilor sunt w; =1, w, = 1.7.

in Fig. 4.3 este aratati dependenta ratei EP in starea stationard in functie de tem-
peratura rezervorului termic si cuplajul dintre doua moduri bosonice nerezonante in
(a), si in functie de parametrul de disipare (b). In starea stationara rata EP creste
pentru valori relativ mici ale temperaturii baii termice, dupa care atinge un platou
pentru temperaturi mai mari. Mai mult, valoarea ratei EP in starea sttionara este
diferita de zero doar daca modurile in interatie cu baia termica sunt cuplate in-
tre ele. Pentru cuplaj zero rata EP devine zero, iar sistemul se relaxeaza de la o
stare stationara de neechilibru la starea de echilibru termic Gibbs, ceea ce este in
concordanta cu rezultatele obtinute anterior [BP02].

4.3.2 Steeringul

Aici prezentam rezultatele obtinute in Ref. [MI17] si [MI18], unde se studiaza
evolutia in timp a steeringului gaussian cand Alice executa masuratori locale si
influenteaza starea lui Bob, si este dat de expresia (7 = 1) [Kog+15]:

1. detya
A—B _ -
G* 7% (v) = max {0, 5In Zdety } (4.24)

in termeni de matricea de covarianta pentru Alice 4 si matricea de covarianta a
sistemului total oy (4.17). Evolutia unei stari gaussiene bipartite arbitrare ce consta
din doua moduri bosonice necuplate (9 = 0) imersate intr-un mediu comun termic
este descrisa in Sec. 4.2.

In Fig. 4.4 este reprezentata evolutia steeringului gaussian functie de parametrul
de comprimare a starii termice comprimate (4.15) cu numarul termic fotonic egal
n =mny, = ny = 11n (b) si starea de vacuum n = n; = np, = 01n (a), si frecventele
egale, astfel incat steeringul gaussian este simetric, GA7% = GE~4. Dupa cum se
vede, comportamentul steeringului in aceste doua situatii este similar, adica este
distrus 1n timp finit, diferenta consta doar in valorile initiale ale steeringului. Starile
termice comprimate sunt entanglate pentru » > r,, unde cosh’®r, = (n1 4+ 1)(ny +
1)/(n1 4+ ny + 1), si prin urmare, aceste stari nu au steering pentru r < r;. Compri-
marea starii mareste rezistenta steeringului la procesele de decoerenta si disipare.

In Fig. 4.5 (a) este ilustrata evolutia temporald a steeringului gaussian pentru
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(@ (b)

FIGURE 4.4: [MI17] Steeringul cuantic gaussian GA~8 a doud moduri bosonice re-

zonante w = 1 intr-un mediu termic cu temperatura C = coth(w/2kpT) = 2 si coe-

ficientul de disipare A = 0.1, functie de timp ¢ si parametrul de comprimare r pentru

starea de vacuum comprimata initiala cu n; = np = 0 (a), si pentru starea termica
comprimata initiald cu n; = n, =1 (b).

(@ (b)

FIGURE 4.5: [MI18] Evolutia steeringului cuantic gaussian G4~ intr-un canal cu

zgomot cu faza de comprimare ¢ = 0 si coeficientul de disipare A = 0.1, (a) in functie

de timp ¢ si parametrul de comprimare R a baii termice comprimate cu numarul termic

de fotoni ny, = 0, si comprimarea starii r = 2, si (b) In functie de timp ¢ si numarul

termic de fotoni 1, al baii termice comprimate cu parametrul de comprimare R = 0.5,
si comprimarea starii r = 1.

o stare de vacuum comprimata care interactioneaza cu un mediu termic compri-
mat. Pe langa tendinta generala de distrugere in timp a steeringului, mai exista si
o competitie intre influenta parametrului de comprimare din sistem si comprimarea
mediului. Mai exact, se observa ca steeringul este distrus mai rapid daca compri-
marea baii este mai mare decat comprimarea sistemului (R > r). Fig. 4.5 (b) arata
evolutia temporala a steeringului gaussian pentru o stare de vacuum comprimata in
functie de numarul fotonic termic. Se observa ca steeringul descreste monoton in
timp cu o ratd mai mare atunci cand creste numérul termic al baii. in plus, steeringul
gaussian este distrus in timp finit pentru orice valori diferite de zero a temperaturii
baii. Totusi, pentru numarul termic zero al baii steeringul gaussian devine zero doar
asimptotic, in limita de timp infinit. Intr-adevar, in acest caz particular expresia din
ecuatia (4.24) in limita de timp infinit devine
dety(c0) 1

4 dety(o0) N 4{(3+N)2 - M2’ (4.25)
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si este 1, si prin urmare, steeringul gaussian se pastreaza in timp infinit, pe cand in
cazul general zgomotul termic si disiparea distrug steeringul dintre moduri in timp
finit.

4.3.3 Generarea discordului gaussian

In Ref. [IM17] este studiatd dinamica discordului cuantic gaussian al unui sistem
compus din doua moduri bosonice cuplate in interactie cu un mediu termic. Expresia
discordului pentru o stare gaussiana de doua moduri bosonice este data de [AD10]:

D = f(\/detys) — f(v-) — f(vi) + f(Vdete), (4.26)

unde +1 +1 1 1
X X X — X —
f(x) = 2 log2 2 - 2 10g2 T’ (427)

v+ sunt valorile proprii simplectice ale matricii «y (4.17), si

262+ (B—1)(T —a) +2[6]\/32+ (B—1)(T —a)
—1)2 ’
if (I —ap)? gﬁ (B +) 1)62(a +T),
dete = (4.28)
af— & +T — /64 + (T —aB)? —202(T + apf)
5 ,
in caz contrar, P

\

unde folosim urmatoarele notatii pentru invariantii simplectici ai matricii de covarianta
v:
a = detyga, B = detyp, 6 = detvyc, I = dety. (4.29)
Datorita cuplajului diferit de zero dintre moduri se poate chiar crea discordul in
ciuda procesului de disipare care are loc in timpul interatiei cu baia termica. Pentru
a arata aceasta consideram o stare initiala in forma de produs, pentru care discordul
este zero, cum este starea comprimata unimodala data de urmatoarea matrice de
covarianta:

cosh2r sinh2r 0 0
1 | sinh2r cosh?2r 0 0
7(0) = 2 0 0 cosh2r sinh2r |’ (4.30)
0 0 sinh2r cosh2r

cu parametrul de comprimare r.

In Fig. 4.6 este prezentatd dinamica discordului gaussian D in functie de timp
si parametrul de comprimare a starii initiale comprimate unimodale. Pentru un cu-
plaj diferit de zero intre moduri si temperatura zero a baii, aceste doua grafice ilus-
treaza generarea discordului Tn stari initiale cu discord zero, imediat dupa inceperea
interactiei cu baia. Se observa ca discordul generat atinge o valoare maxima care
este mai mare pentru cazul rezonant in comparatie cu modurile bosonice nerezo-
nante, dupa care descreste in timp nemonoton, tinzand catre o valoare finita diferita
de zero in limita asimptotica. Pe langa aceasta, discordul creat are un comportament
oscilant in timp, ceea ce este mai evident in cazul nerezonant. Acest fenomen de
generare a discordului are loc pentru toate valorile diferite de zero ale parametrului
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FIGURE 4.6: [IM17] Discordul cuantic gaussian D pentru o stare initiala comprimata

unimodala a doua moduri bosonice avand cuplajul g = 0.5, intr-o baie termica cu

temperatura T = 0 (coth(w/2kT) = 1), si coeficientul de disipare A = 1, in functie

de timp t si parametrul de comprimare r. Fig. (a) este pentru moduri rezonante
w1 = wy = w =1, si (b) pentru moduri nerezonante cu wi = 1 si wy = 4.

de comprimare, cuplajului dintre moduri, temperaturii baii si coeficientului de disi-
pare.

Datorita cuplajului dintre moduri matricea de covarianta asimptotica y(co) nu este
o matrice de forma produs, si prin urmare, discordul gausian tinde catre o valoare
finita diferita de zero im limita timpului infinit.

(@ (b)

FIGURE 4.7: [IM17] Discordul gaussian asimptotic D(c0) a doua moduri bosonice

rezonante cu wy = wy = w = 1 in functie de temperatura via coth(w/2kT) si de disi-

pare A in (a), pentru cuplajul dintre moduri dat de parametrul g = 0.5, si in functie de

temperatura via coth(w/2kT) si de cuplajul dintre moduri g in (b), pentru coeficientul
de disipare A = 1.

Starea asimptotica depinde de cuplajul dintre moduri, si de interactia sistemului
cu mediul, iar informatia despre starea initiala se pierde in limita timpului infinit. Daca
modurile nu sunt cuplate, i.e. g4 = 0, atunci matricea de covarianta asimptotica este
o stare produs Gibbs, care defineste echilibrul termic al celor doua moduri cu baia
termica, si pentru care discordul cuantic este zero. Acest lucru este ilustrat in Fig.
4.7, (a) si (b), unde este reprezentat discordul cuantic asimptotic.

4.3.4 Puterea interferometrica

in Ref. [Mir+20] se considera o stare gaussiand de doud moduri, unde fiecare
dintre moduri interactioneaza cu o baie termica comprimata (Sec. 4.2). Chiar daca
nu exista cuplaj intre moduri, interatia cu doua bai cu temperaturi diferite afecteaza
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puterea interferometricé (IP) PZ£ a starii gaussiene, daté de

X+VX2+YZ
PE(Y) =y (4.31)

unde

X=(a+0)(1+p+0-T)-T?
Y=T-1)(1+a+p+20+T),
Z=(a+T)(afp—T)+6(2a+6)(1+p),

iar invariantii simplectici ai matricii de covarianta « sunt dati de Ec. (4.29).

(A) P(t, T2) (8) P(£,R)

FIGURE 4.8: [Mir+20] Puterea interferometrica gaussiana P dependenta de timp ¢ si

(a) temperatura T, celei de a doua bai (pentrur = 0.5,R = 05,71 =0.5,¢ =5,n1 =

ny = 0.5,A = 0.1) si (b) parametrul de comprimare a bailor R (pentru r = 0.5, T} =
1, T, =10,9¢ =5,n =ny =0.5,A =0.1).

In Fig. 4.8 este ilustratd puterea interferometrici a unei stari initiale bimodale
termice comprimate, unde evolutia in timp globala indica o descrestere in timp a
puterii interferometrice gausiene, care tinde la zero in limita de timp infinit. In Fig.
(a) se considera o valoare fixa a temperaturii pentru prima baie, si se observa ca
al doilea mediu cu timperaturile inalte contribuie la o distrugere mai rapida a puterii
interferometrice, si prin urmare, se altereaza precizia de estimare a parametrului
de faza asociat cu evolutia unitara a primului mod. Graficul (b) ilustreaza evolutia
temporala a puterii interferometrice gaussiene in functie de comprimarea bailor, care
in esenta intensifica procesul de distrugere, in special pentru 0 comprimare a baii
mai mare decéat cea a sistemului.
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Concluzii

in aceasta teza am abordat dou& probleme importante pentru stiinta informatiei
cuantice. In primul rand, pentru o metoda eficienta si sigura de detectare a corelatiilor
cuantice in stari cuantice generice, trebuie sa investigam daca utilizarea resurselor
practice necesare, de regula cuantificate in termeni de numarul de masuratori re-
alizate, este eficienta. in al doilea rand, conservarea corelatiilor cuantice in timpul
experimentelor reprezinta o sarcina exigenta, din cauza influentei inevitabile a medi-
ului asupra evolutiei sistemelor cuantice. Aceste probleme au fost abordate in cazul
starilor gaussiene, care sunt des intalnite in experimentele de optica cuantica.

in acest scop, am propus o metod4 inovatoare pentru detectarea entanglemen-
tului si steeringului in stari gaussiene arbitrare, si am aplicat metoda pentru stari
gaussiene aleatoare de doua moduri, precum si pentru stari comprimate termice,
stari GHZ de trei moduri si stari de patru moduri ce contin bound entanglement. Un
avantaj major al acestei metode este ca se detecteaza entanglementul si steeringul
in medie cu mai putine masuratori decéat in tomografia totala [Mih+20] [Mih+23].
Acest rezultat este obtinut prin intermediul unui algoritm semidefinit de optimizare
unde se construieste operatorul test bazat pe datele experimentale aleatorii achizitionate
incremental pana in momentul cand prezenta entanglementului si a steeringului este
confirmata. Ulterior, am testat aceasta metoda pe un esantion relativ mare de stari
gaussiene aleatorii si am colectat informatii suficiente pentru o analiza statistica
semnificativa.

Starile gaussiene reprezinta un set de stari speciale pentru care relatia dintre
entanglement si steering este determinata exact. Ca rezultat, am reusit sa caracter-
izam in totalitate setul de teste bazate pe momente de ordinul doi pentru steering,
si am aratat ca el reprezinta un subset de teste pentru entanglement, in timp ce nu
exista o descriere analoga pentru stari cuantice generice.

Referitor la posibilele dezvoltari viitoare privind detectarea corelatiilor cuantice,
un aspect important este daca se pot defini clase de echivalenta de teste echipate
cu relatii de echivalenta, ce constau in transformari simplectice locale. Acest lu-
cru poate aduce avantaje in detectarea corelatiilor cuantice odata ce este posibil
sa definim o forma mai simpla si echivalenta a unui test, astfel incat un numar mai
mic de masuratori sa fie necesar pentru ca algoritmul sa gaseasca solutia optima.
in plus, determinarea unor constrangeri liniare mai adecvate pentru caracterizarea
completa a testelor va imbunatati si mai mult eficienta detectarii entanglementului
si steeringului. Un alt studiu interesant I-ar constitui definirea unor teste care de-
tecteaza doar starile gaussiene entanglate cu matricea partial transpusa negativa,
stari care sunt utile pentru protocolul de distilare a entanglementului. Progresul in
aceasta directie ar contribui la intelegerea aprofundata a structurii si proprietatilor
entanglementului si steeringului prezent in starea data, ceea ce poate fi util pentru
aplicatiile de procesare a informatiei cuantice.

Pentru a investiga dinamica corelatiilor cuantice in sistemele gaussiene, am folosit
ecuatia master Lindblad, care reprezinta cea mai generala forma de ecuatie mas-
ter markoviana ce descrie o evolutie complet pozitiva si care pastreaza urma starii.
Mecanismul principal care de regula influenteaza evolutia sistemelor gaussiene, cum
sunt modurile bosonice, este dat de zgomotul termic si disipare, care sunt modelate
destul de precis daca consideram mediul ca fiind un rezervor in echilibru termic, i.e.
o baie termica. Un mediu mai general este reprezentat de baia termica comprimata,
in care fiecare mod bosonic prezinta o comprimare in incertitudini.
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Datorita interactiei cu mediul, entanglementul si steeringul cuantic in moduri boson-
ice necuplate sunt distruse in timp finit, un fenomen cunoscut ca "moarte subita"
[MI17][M118]. O resursa eficienta pentru conservarea corelatiilor cuantice pentru un
timp mai lung este comprimarea cuantica. Similar, corelatiile de tip discord sunt mai
rezistente la zgomot daca comprimarea este mai puternica, si acestea se anuleaza
asimptotic doar in limita de timp infinit [Mir+20]. Mai mult decéat atat, daca aditional
modurile bosonice ale sistemului studiat sunt cuplate, atunci discordul gaussian este
chiar generat in starile initiale fara corelatii [IM17].

Cuplajul diferit de zero dintre moduri influenteaza puternic procesele dinamice
subiacente prin intensificarea ireversibilitatii evolutiei sistemului [MI122]. Noi am ara-
tat ca acest efect in cazul interatiei sistemului cu baia termica, pentru care am in-
vestigat evolutia ratei productiei de entropie ca indicator al ireversibilitatii. Astfel, am
aratat ca rata productiei de entropie ia doar valori pozitive, este mai mare pentru
sistemul de moduri bosonice nerezonante, si se anuleaza doar atunci cand sistemul
ajunge in echilibru termic cu baia, pentru cuplaj zero dintre moduri.

Studiul evolutiilor de neechilibru in medii arbitrare reprezinta un subiect provoca-
tor, datorita faptului ca fluxul de informatie si productia de entropie in starile con-
siderate nu pot fi detectate direct in experimente. in continuarea aspectelor deja
abordate, un subiect atragator pentru investigatie il constituie deducerea expresiei
ratei productiei de entropie pentru evolutia unui sistem de doua moduri bosonice in
interactie cu un mediu termic comprimat.

De asemenea, analiza prezentata privind dinamica corelatiilor cuantice si ire-
versibilitatea, se poate extinde dincolo de aproximatia markoviana, data de o evolutie
ne-markoviana a sistemelor gaussiene in interactie cu o baie termica si o baie ter-
mica comprimata.
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